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代入定理とは，ラムダ計算において，どのような項Mに関しても，項Mに任意のーつの強正規化可能な項
を代入しても強正規化可能なら，項Mに異なるいくつかの強正規化可能な項を代入しても強正規化可能であ
るという定理である．本論文はこの定理を証明する．永続強正規化可能性の共通型型理論による特徴付けは
未解決問題であったが，この定理を応用することにより解決する．

1 はじめに

永続強正規化可能性とは，λ計算における項の性

質で，任意個数の強正規化可能な引数を適用しても

強正規化可能であることである．また，永続弱正規

化可能性は，任意個数の弱正規化可能な引数を適用

しても弱正規化可能であることである．同様にして，

永続頭正規化可能性など，様々な正規化性に対応し

てそれぞれの永続正規化性が考えられる．永続正規

化性は，このように数学的に基本的性質でありそれ

自体興味深い上に，perpetual strategyやλモデルに
関連した性質をもち，研究されてきた [3, 2]．

[2]では，それまでの永続正規化性の研究をまとめ，
永続弱正規化可能性や永続頭正規化可能性などのい

くつかの永続正規化可能性に対して，対応する共通

型型理論を用いて特徴付けを与えた．しかし，その

論文では，永続強正規化可能性の共通型型理論によ

る特徴付けに関しては，[3]による型理論HLによる
特徴付けが予想として述べられるだけで，未解決問

題として残されていた．本論文はこの予想を肯定的

に証明することによりこの問題を解決する．

この証明は，永続強正規化可能性の帰納的定義を

用いて行う．近年, 強正規化可能性の帰納的定義が研
究され，強正規化可能性の新しい証明方法を与えて

きた [4]．この手法を永続強正規化可能性に応用する．
この帰納的定義を介することにより, 項が永続強正規
化可能であれば，帰納的定義に関する帰納法により，

型理論HLにおいて型付けできることが証明できる．
この帰納的定義の完全性を証明するために，次に述

べる代入定理を必要とする．

代入定理とは，任意の強正規化可能な X に対し

てM [x := X, y := X]が強正規化可能なら，任意の
強正規化可能な X, Y に対してM [x := X, y := Y ]
が強正規化可能であるという定理である．ここで，

M [x := X, y := Y ]はM 中の自由変数 x, yにそれぞ

れ項X, Y を代入することを表す．これは 2引数の場
合だが，n引数に拡張しても成り立つ．

この定理の証明のために，[2]における隣接置換パ
スと [1]にあるKlop計算の二つのアイデアを用いた．
[2]にある補題を拡張し，また，この補題のほぼ逆を
主補題として証明することにより弱正規化可能性に

関する代入定理が証明できる．Klop計算を組み合わ
せることにより，強正規化可能性が弱正規化可能性

に帰着され，弱正規化可能性に関する代入定理と同

様のアイデアにより, 代入定理が証明できる．

本論文は，[5]の結果を異なる角度から説明し，ま
た，新しい定理として代入正規化可能性の特徴付け

定理および決定可能性定理を追加したものである．

第 2節では，定義を述べ二つの主定理を説明する．
第 3節では，隣接置換パスを説明し，弱正規化可能
性に関する代入定理の証明のアイデアを述べる．第 4
節では，Klop計算を説明し，代入定理の証明のアイ
デアを述べる．また，代入正規化可能性の特徴付け

定理および決定可能性定理を示す．第 5節では，永
続強正規化可能性の帰納的定義を与え，その健全性

と完全性を示す．完全性定理の証明において代入定

理がどのような役割を果たすか示す．第 6節では，共
通型型理論HLを定義し，永続強正規化可能性の型
理論HLを用いた特徴付けを証明する．
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2 主定理

本論文ではλ計算に関して次の記号を用いる．

x, y, z, w, t, u, v, . . . は変数，M, N, L, P, X, Y, . . . は

項，M →β N は 1 ステップβ簡約, →∗
β は →β の

反射推移閉包, ~M は列M1,M2, . . . , Mn (n ≥ 0), ~x

が x1, . . . , xn で ~M が M1, . . . , Mm のとき λ~x.N ~M

は λx1 . . . xn.NM1 . . .Mm, lh( ~M) は ~M の長さ，C
が項の集合のとき ~M ∈ C は ~M 中の各Mi について

Mi ∈ C，=は構文的等号, M [x := N ]はN をM 中

の自由な xへ代入したもの, M [x1 := N1, . . . , xn :=
Nn]やM [~x := ~N ]は同時代入，FV (M)はM の自

由変数全体, Λは項全体, |M |は簡約列の最大長を，
それぞれ表す．

項M が強正規化可能とは，M →β M1 →β . . .と

なる無限列がないことと定める．

項Mが永続強正規化可能とは，任意のn,任意の強
正規化可能な項 X1, . . . , Xn に対して，MX1 . . . Xn

が強正規化可能であることと定める．

例えば, xは永続強正規化可能である．なぜなら，

X1, . . . , Xn が強正規化可能なら xX1 . . . Xn は強正

規化可能であるからである．一方，λx.xは永続強正

規化可能でない．なぜなら，λx.xxを ∆ で表すと，
(λx.x)∆∆は強正規化可能でないからである．
本論文では主として次の二つの定理を示す．

定理 2.1 (代入定理) M を任意の項, x1, . . . , xn を

その自由変数とする．任意の xi, xj (1 ≤ i ≤
j ≤ n), 任意の強正規化可能な項 X に対して

M [xi := X, xj := X]が強正規化可能ならば，任意
の強正規化可能な項 X1, . . . , Xn に対してM [x1 :=
X1, . . . , xn := Xn]は強正規化可能である．

第 6節で定義される型理論HLに関して次が成り
立つ．

定理 2.2 (永続強正規化可能性の特徴付け) Γω を

{x :ω | x ∈ Var}とおく．
(1) M が強正規化可能であることと Γω ` M :ϕは

同等.
(2) Mが永続強正規化可能であることとΓω ` M :ω
は同等.

定理 2.2は，M が永続強正規化可能であることと，

型理論 HLにおいてM が型 ω をもつことは同等で

あることを述べている．

定理 2.1で，M をMx1 . . . xn にとると次が得ら

れる．

系 2.3 任意の強正規化可能なXに対してMX . . . X

(X は n回) が強正規化可能なら，任意の強正規化可
能なX1, . . . , Xnに対してMX1 . . . Xnが強正規化可

能である．

本論文では以下これらの定理の証明の鍵となるア

イデアを説明し，証明の概略を与える．定理 2.1の
証明は第 4節で，定理 2.2の証明は第 6節に与える．

3 弱正規化可能性に関する代入定理と隣接
置換パス

わかりやすく説明するため，まず，弱正規化可能

性に関する代入定理を考える．

M が弱正規化可能とは，列M →β M1 →β . . . →β

Mn が存在してMn が正規形であることと定める．

定理 3.1 (弱正規化可能性に関する代入定理) M を

任意の項, x1, . . . , xn をその自由変数とする．任意

の xi, xj (1 ≤ i ≤ j ≤ n), 任意の弱正規化可能な項
X に対してM [xi := X, xj := X]が弱正規化可能な
らば，任意の弱正規化可能な項X1, . . . , Xnに対して

M [x1 := X1, . . . , xn := Xn]は弱正規化可能である．

これを証明するためには，隣接置換パス (adjacent
replacement paths)のアイデアを用いる．
今，M が正規形だが，正規形 X,Y が存在して

M [x := X, y := Y ]が弱正規化可能でないときの状況
を考えよう．例えばMがxyのときそうである．X と

Y として∆が選べる．次にMがx(λx1.x1y)のときを
考えよう．このときにも，λu.u∆をXに，∆をY に選

ぶことができる．なぜなら，(λu.u∆)(λx1.x1∆) →∗

∆∆ だからである．λu.u∆ を x に入れることによ

って，簡約が進むと結局 ∆を x1 に入れることがで

きた．さらに，適切な項を xに対して選ぶことによ

り，任意の項を x1 に結局入れることができる．こ

のことを xが x1 をM 中で制御するという．M が

x(λx1. . . . x1(λx2. . . . x2y . . .) . . .)の形なら xは x1を

制御し，x1は x2を制御する．ゆえに xは x2を制御

する．箱により変数の出現を表すと，制御関係は次

のように表せる．
x (λx1. . . . x1 (λx2. . . . x2 y . . .) . . .)

変数出現の列 ( x , x1 , x2 )を数字でコード化し
て記述したものを置換パスとよび，後に定義を与え

る．ここでは説明のため変数出現の列自体も置換パ

スとよぶ．
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次に隣接置換パスを説明する．M を xN(λz.y)と
しよう．λuv.∆(vz)をX，∆を Y に選ぶことにより，

M [x := X, y := Y ]は弱正規化可能でなくなる．なぜ
なら，(λuv.∆(vz))N(λz.∆) →∗ ∆∆だからである．
ここでは，xと y は間接的に関数適用を構成してい

る．つまり，適当な項X, Y を x, yに入れることに

より, 簡約の後結局任意の適用X1Y1が得られる．こ

のような変数出現の組 x,yをM 中で隣接していると

よぶ．

隣接置換パスとは，二つの置換パスの組

(x, x1, . . . , xn) と (y, y1, . . . , ym) であり，変数
出現 xn, ym が隣接しているものを指す．M が xと

yから始まる隣接置換パスをもつなら，適当な項X,
Y を選ぶことにより，M [x := X, y := Y ]は，簡約
の後結局∆∆を含む項になり，弱正規化可能でない．

定義 3.2 M を正規形, xをM 中の変数出現とする．

これは束縛されていてもよい．x によりこの変数出

現も表す．

変数出現 xのM 中の置換パス π(x,M)は次のよ
うに定義される．

(1) x がM 中自由なとき，π(x,M) = x

(2) π(x,M) = yα〈i, j〉, ただし, M =
C[zN1 . . . Ni−1(λt1 . . . tj−1x.L)], C[ ]は文脈，xは

L中で自由, π(z, C[z]) = yα.
順序 x ; y を，ある αが存在して π(y, M) = xα

となることと定める．置換パス xαを x ; y と表す

こともある．

例. M を x(uv)(λy1y2y3.uv(y3(λz1z2.uz2v))) と
おくと π(z2,M) = x〈2, 3〉〈1, 2〉 である．コードの読
み方は次のようである．M 中の束縛変数出現 z2 に

外部からアクセスする方法は，まず自由変数 xから

始め，その第 2引数 (λy1y2y3. . . .)に行き，その第 3
束縛変数 y3 に行き, y3 の第１引数 (λz1z2. . . .)に行
き，その第 2束縛変数に行けば z2にアクセスできる．

例. N = λw.x(λv.vvy)(λt.t(λuz.xz)) とおくと，
x ; x と x ; vが成り立つ．また，x ; t と t ; z

が成り立つので，x ; zが成り立つ．

定義 3.3 M中の変数出現の組 x , y が隣接している

とは，M が x ~N(λ~z. y ~L)の形の部分項をもつこと．
M 中の二つの置換パス x1 ; x2 と y1 ; y2 が隣

接置換パスであるとは，x2 と y2 がM 中で隣接して

いることと定める．M の自由変数の集合 V に関し

て，x1, y1 ∈ V であるとき, x1 ; x2 と y1 ; y2 を

V から始まる隣接置換パスとよぶ．

例. M = λw.x(λv.vvy)(λt.t(λuz.xz)) とおくと，
vと yはM 中で隣接しているので，x ; v と y ; y

は隣接置換パスである．vの第 1変数出現と第２変数
出現はM 中で隣接しているので，x ; v と x ; v

は隣接置換パスである．M の他の隣接置換パスは次．

x ; x と x ; v; x ; x と x ; t; x ; t と

x ; x; x ; x と x ; z.
隣接置換パスは，永続弱正規化可能性の共通型に

よる特徴付けのため，[2]に提案された．そこでは次
の性質が証明されている．

補題 3.4 (Dezani et al [2]) 正規形M が xから始

まる隣接置換パスをもてば，弱正規化可能な項X が

存在して，M [x := X]は弱正規化可能でない．

このことからすぐに隣接置換パス不存在に関する

次の十分条件が得られる．

補題 3.5 任意の i, j, 任意の弱正規化可能な項X に

関してM [xi := X, xj := X]が弱正規化可能なら，M

は x1, . . . , xn から始まる隣接置換パスをもたない．

証明. M が xi, xj から始まる隣接置換パスをも

つと仮定する．ここで i = j であるかも知れない．

M ′ = M [xi := y, xj := y]とおくと，M ′は yから始

まる隣接置換パスをもつ．補題 3.4より，弱正規化可
能項X が存在してM ′[y := X]は弱正規化可能でな
い．ゆえに，M [xi := X, xj := X]は弱正規化可能
でない．2

次の主補題は補題 3.5のおよそ逆が成り立つこと
を示している．

補題 3.6 (主補題) M を正規形とする．M が

x1, . . . , xn から始まる隣接置換パスをもたないなら

ば，任意の弱正規化可能な項 X1, . . . , Xn に対して

M [x1 := X1, . . . , xn := Xn]が弱正規化可能．

証明は，M に関する帰納法により，M の形と隣接

置換パスの条件からいくつか場合分けし，途中では

隣接置換パスを用いた永続弱正規化可能性の十分条

件も用いるが，ここでは省略する．

定理 3.1の証明. β簡約は弱正規化可能性を保つ
ため，M が正規形としてよい．補題 3.5より，M は

x1, . . . , xn から始まる隣接置換パスをもたない．補

題 3.6より，任意の弱正規化可能な項X1, . . . , Xnに

対してM [x1 := X1, . . . , xn := Xn]は弱正規化可能
である．2.
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4 Klop計算と代入定理

代入定理の証明では，強正規化可能性はβ簡約で

保存されないため，M が正規形と仮定することがで

きず，このため Klop計算を用いる必要がある．
Klop計算とは，λ計算を拡張してβ簡約によって
引数が消滅しないようにした計算体系である．例え

ば，(λx.y)∆はβ簡約すると λx.y となり引数 ∆が
消滅する．Klop計算では，新しい構成子 [M, N ] を
用い，第１引数M を本来の項の意味を表すために用

い，第２引数N を消滅するはずの引数を保存してお

く場所として用いる．例えば，(λx.y)∆は [λx.y, ∆]
に簡約され，引数∆ は消滅しない．このしくみによ
り，Klop計算では，強正規化可能性と弱正規化可能
性は同等になる．Klop計算を用いることにより，強
正規化可能性に対する代入定理の証明を，弱正規化

可能性に対する代入定理の証明のアイデアに帰着す

ることができる．いくつかのKlop計算の計算体系が
あるが，ここでは Boudol の定義による計算体系 λ∗

を用いる [1]．
項 S ::= x|λx.S|SS|[S, S]
S, T, U, V, P,Q, R, K,X, Y で 項 を ，Λ∗ で

項全体を表す．[S, T1, . . . , Tn] と [S,
−→
T ] は，

[. . . [[S, T1], T2], . . . , Tn]を表す．
κ簡約は次の合同閉包として定義される．

[λx.S, U1, . . . , Un]T →κ [S[x := T ], U1, . . . , Un]
(x ∈ FV (S)のとき)

[λx.S, U1, . . . , Un]T →κ [S,U1, . . . , Un, T ]
(x 6∈ FV (S)のとき)

ここで FV (M) はM の自由変数全体を表す．

→∗
κ は→κ の反射推移閉包である．

例 え ば ，(λx.(λyz.z)(xx)z)∆ →κ

(λx.[λz.z, xx]z)∆ →κ (λx.[z, xx])∆ →κ [z, ∆∆].
κ簡約に関する強正規化可能な項全体を SN∗，弱

正規化可能な項全体をWN∗ で表す．S が κ-正規形
とは, S →κ T となる T がないことと定める．

定理 4.1 (Boudol [1]) (1) SN∗ = WN∗.
(2) SN ⊇ SN∗ ∩ Λ.

定理 4.1 (2) の逆が次のように示せる．合わせる
と，SN = SN∗ ∩ Λ が得られ，λ∗ 計算は強正規化可

能性に関してλ計算の保守的拡大となっていること

がわかる．

定理 4.2 SN ⊆ SN∗.

証明は，(|M |,M)に関する帰納法による．
次の略記法を用いる．ST̃ により [S, T ]を表す．ST

により項 ST または項 [S, T ]を表す．λ−→
T
−→x .S によ

り項 [λ−→x .S,
−→
T ]を表す．(x

−→
S )◦により次のように定

義される項の列を表す．

(x)◦ = ε

(x
−→
S T )◦ = (

−→
S )◦, T

(x
−→
S T̃ )◦ = (

−→
S )◦.

例えば，(xS1S2S̃3S4)◦ = ([xS1S2, S3]S4)◦ =
S1, S2, S4.

κ-正規形全体は，次で定義される K 全体と一致

する．

K ::= −−−→
λ−→
K
−→x .x

−→
K

この構文的特徴付けを用いて，λ項の場合と同様

にして λ∗項に隣接置換パスを定義することができる．

定義 4.3 (1) xが S 中自由なとき，π(x,K) = x.
(2) π(x,K) = yα〈i, j〉. ただし，K =

C[z
−→
S (
−−−→
λ~T
−→
t .λ~Ux.L)], C[ ] は文脈, x は L 中自由,

π(z, C[z]) = yα, lh((z
−→
S )◦) = i− 1, lh(

−→−→
t ) = j − 1.

弱正規化可能性の場合と同様にして，次の二つの

補題が成り立つ．

補題 4.4 S が κ-正規形とする．任意のβ-正規形X

に対して S[x := X, y = X] ∈ SN∗ であれば，S は

x, yから始まる隣接置換パスをもたない．

補題 4.5 (主補題) S が κ-正規形とする．S が

x1, . . . , xn からはじまる隣接置換パスをもたないな

ら，任意のX1, . . . , Xn ∈ SN∗に対してS[−→x := −→
X ] ∈

SN∗ が成り立つ．

定理 2.1の証明. κ-正規形Kが存在して，M →∗
κ K

となる．定理 4.2より，任意の i, j, 任意のβ-正規形
X に対して, K[xi := X, xj := X] ∈ SN∗ である．補

題 4.4より，Kは x1, . . . , xnから始まる隣接置換パス

をもたない．補題 4.5より，任意のX1, . . . , Xn ∈ SN∗

に対して K[x1 := X1, . . . , xn := Xn] ∈ SN∗. 定理
4.1 (1)より M [x1 := X1, . . . , xn := Xn] ∈ SN∗. 定
理 4.1 (2)より，任意の強正規化可能なX1, . . . , Xnに

対してM [x1 := X1, . . . , xn := Xn]は強正規化可能．
2

任意の強正規化可能項 X1, . . . , Xn に対して

M [x1 := X1, . . . , xn := Xn]が強正規化可能である
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とき，M が x1, . . . , xnに関して代入強正規化可能で

あるという．任意の弱正規化可能項X1, . . . , Xn に対

してM [x1 := X1, . . . , xn := Xn]が弱正規化可能で
あるとき，M が x1, . . . , xnに関して代入弱正規化可

能であるという．

補題 3.5,3.6,4.4,4.5 よりただちに次の代入正規化
可能性に関する特徴付けが得られる．

定理 4.6 (代入正規化可能性の特徴付け) M を正規

形とする．次は同等である．

(1) M が x1, . . . , xn に関して代入強正規化可能.

(2) M が x1, . . . , xn に関して代入弱正規化可能.

(3) M は x1, . . . , xn から始まる隣接置換パスをも

たない．

隣接置換パスの存在は構文的にチェックでき決定

可能なので，この特徴付けから次の決定可能性定理

が得られる．

定理 4.7 (代入正規化可能性の決定可能性) M を正

規形とする．

(1) M が x1, . . . , xnに関して代入強正規化可能で

あるかどうかは決定可能である．

(2) M が x1, . . . , xnに関して代入弱正規化可能で

あるかどうかは決定可能である．

5 永続強正規化可能性の帰納的定義

λ項の集合 SNnを，任意の n個の強正規化可能な

項X1, . . . , Xnに対してMX1 . . . Xnが強正規化可能

となる項M からなる集合と定める．

PSN により，永続強正規化可能な項全体を表す．

SN により，強正規化可能な項全体を表す．

次のように集合PSN] と SN]
nを帰納的に定義する．

これらは，PSNと SNn に一致することが示せる．

λ−→x .N ∈ SN]
n (∀N ∈ −→N ) lh(−→x ) = n y 6∈ −→x

λ−→x .y
−→
N ∈ PSN]

λ−→x .M [y := N ]
−→
L ∈ PSN] λ−→x .N ∈ SN]

n lh(−→x ) = n

λ−→x .(λy.M)N
−→
L ∈ PSN]

λ−→x .N ∈ PSN] (∀N ∈ −→N ) lh(−→x ) = n x ∈ −→x
λ−→x .x

−→
N ∈ SN]

n

λ−→x .N ∈ SN]
m (∀N ∈ −→N ) lh(−→x ) = m y 6∈ −→x

λ−→x .y
−→
N ∈ SN]

n

λ−→x .N ∈ SN]
n lh(−→x ) = n lh(−→y ) > 0

λ−→x−→y .N ∈ SN]
n

λ−→x .M [y := N ]
−→
L ∈ SN]

n λ−→x .N ∈ SN]
m lh(−→x ) = m

λ−→x .(λy.M)N
−→
L ∈ SN]

n

定理 5.1 (帰納的定義の完全性と健全性)

PSN = PSN] かつ SNn = SN]
n.

定理の証明の鍵は次の補題であり，ここに代入定

理が使われる．

補題 5.2 x ∈ −→x かつ lh(−→x ) = nとする．λ−→x .x ~N ∈
SNn ならば λ−→x .Ni ∈ PSN (Ni ∈ ~N)である．

証明. −→X ∈ SNを仮定する．(x−→N )[−→x := −→
X ] ∈ SN

である．lh(−→N ) = m で y 6∈ x
−→
N と仮定する．定

理 2.1(代入定理) より，任意の −→
X, Y ∈ SN に対し

て，(y−→N )[−→x := −→
X, y := Y ] ∈ SNが成り立つ．Ni

(1 ≤ i ≤ m)について，任意の −→
X,
−→
Z ∈ SNに対し

て (λ−→x .Ni)
−→
X
−→
Z ∈ SNを示す．Y を λ−→z .zi

−→
Z とお

き lh(−→z ) = m とおく．すると，(y−→N )[−→x := −→
X, y :=

Y ] = (λ−→z .zi
−→
Z )−→N [−→x := −→

X ] →∗
β Ni[−→x := −→

X ]−→Z . ゆ
えに Ni[−→x := −→

X ]−→Z ∈ SN. ゆえに (λ−→x .Ni)
−→
X
−→
Z ∈

SN. したがって λ−→x .Ni ∈ PSN. 2

定理 5.1の証明. まず PSN ⊇ PSN] かつ SNn ⊇
SN]

n が証明図に関する帰納法で証明される．次に

「M ∈ PSN ならば M ∈ PSN]」と「M ∈ SNn なら

ば M ∈ SN]
n」が，(|M |,M) に関する帰納法で証明

される．もっとも難しい場合はM が次の規則の結論

にマッチする場合である．

λ−→x .N ∈ PSN] (∀N ∈ −→N ) lh(−→x ) = n x ∈ −→x
λ−→x .x

−→
N ∈ SN]

n

この場合は，λ−→x .xN1 . . . Nm ∈ SNnならばλ−→x .Ni ∈
PSNであることを示す必要がある．これは補題 5.2
により証明される．2
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6 永続強正規化可能性の特徴付け

型理論HLは [3]が定義した．これは，型変数はも
たず，型は二つの型定数 ω, ϕから→と ∩から構成
される共通型型理論である．ω は最小の型，ϕは最

大の型を表す．型は次のように定義される．

型 τ ::= ϕ|ω|τ → τ |τ ∩ τ

型に関する前順序 ≤ は次のように定義される．

σ ≤ σ ∩ σ σ ∩ τ ≤ σ σ ∩ τ ≤ τ

σ ≤ σ′, τ ≤ τ ′ ⇒ σ ∩ σ′ ≤ τ ∩ τ ′

σ′ ≤ σ, τ ≤ τ ′ ⇒ σ → τ ≤ σ′ → τ ′

(σ → τ) ∩ (σ → ζ) ≤ σ → τ ∩ ζ

ϕ ∼ ω → ϕ ω ∼ ϕ → ω ω ≤ ϕ

σ ≤ σ σ ≤ τ, τ ≤ ζ ⇒ σ ≤ ζ

τ ∼ σ により τ ≤ σ かつ σ ≤ τ を表す．

HLの型付け規則は次のように定義される．

(x :σ) ∈ Γ
Γ ` x :σ

(Ax)
Γ, x :σ ` M : τ

Γ ` λx.M : σ → τ
(→ I)

Γ ` M : σ → τ Γ ` N : σ
Γ ` MN : τ

(→ E)

Γ ` M : σ σ ≤ τ

Γ ` M : τ
(≤)

Γ ` M : σ Γ ` M : τ
Γ ` M : σ ∩ τ

(∩I)

定理 2.2の証明. (1)(2)の右辺から左辺は，[3]にな
されている．(1)(2)の左辺から右辺を示す．M ∈ SN

または M ∈ PSNと仮定する．Γω ` M : ϕまたは

Γω ` M :ωを示せばよい．第 5節の帰納的定義を用
いる．定理 5.1より，M ∈ SN]

0 または M ∈ PSN]

が成り立つ．M ∈ SN]
0 または M ∈ PSN] の証明に

関する帰納法で Γω ` M :ϕまたは Γω ` M :ω を示
すことができる．2
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