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並列プログラムの構成は逐次プログラムに比べて難しいため, 逐次プログラムを自動的に並列化する手法が
求められている. そこで本論文では弱逆関数という概念を導入し, 弱逆関数に基づいた自動的な並列化手法を
提案する. 弱逆関数とは関数の出力から元の入力のうちのひとつを返す関数であり, 第三準同型定理 [12]と
弱逆関数によって並列化を行うことができる. しかし弱逆関数を自動的に導出する手法は提案されていない.

本論文では弱逆関数を自動的に導出する手法を提案し, 第三準同型定理を用いた並列化が自動的に行えるこ
とを示す.

1 はじめに

大規模な問題を解く上で，並列計算は大きな役割

を果たしてきた. 近年, 扱うデータの巨大化により
このような大規模な問題を解く機会はますます多く

なっている. また PCクラスタなどの並列計算機環
境も身近なものになってきており, 並列計算はさらに
重要性を増している. しかし並列実行可能なプログ
ラムの構築は逐次プログラムの構築に比べて難しい.
なぜなら, 効率的な並列計算のためには処理を独立に
実行可能な部分問題に適切に分割しなければならな

いからある. このような理由のため, 並列プログラミ
ングは非常に敷居の高いものとなっている. この問
題を解決するための手法の一つとして, 逐次プログラ
ムから並列プログラムを導出する手法に関する研究

がこれまで行われてきた [5, 6, 10, 11, 12, 15, 16].
リストを走査する並列実行可能なプログラムの一

般形のひとつとして, リスト準同型 [3]というものが
ある. リスト準同型のプログラムは, すべての要素に
対する独立な計算とその結果をひとつにまとめる計

算とで実現でき, 様々な並列計算機環境で効率良く実
行することができる. 一方, ある特定の 2種類の形で
定義された逐次プログラムは第三準同型定理 [12]に
よってリスト準同型の形の定義を持つことが示され

ている. しかし第三準同型定理はリスト準同型の形
の形の定義を持つということを示すのみで, そのリス
ト準同型の定義をどのように自動的に構成するかと

いうことは知られていなかった.
本論文では, 第三準同型定理を用いた関数型プログ

ラムの自動的な並列化手法を提案する. そこでまず
弱逆関数という新しい概念を導入する. 弱逆関数と
は関数の出力から元の入力のうちのひとつを返す関

数であり, 弱逆関数が分かれば第三準同型定理によっ
て並列プログラムを自動的に導出できる. 弱逆関数
を導出することは一般には困難であるが, 我々は対象
とする言語に制限を加え, その言語上で弱逆関数の
自動的な導出を示す. 実際に我々は弱逆関数を導出
するシステムを実装した. また, この並列化手法にし
たがって maximum prefix sum, maximum segment
sum [2]といった古典的問題に対して, 効率的な並列
プログラムが逐次プログラムから自動的に導出され

ることを示す.
本論文の構成は次の通りである. 続く第 2節では,

本論文で用いられる表記法について簡単に述べる. 第
3節では, 並列プログラムの一般形のひとつとしてリ
スト準同型について説明する. 第 4節で弱逆関数と
いう概念を紹介し, 第 5節でその自動的な導出法につ
いて述べる. 弱逆関数を用いたプログラムの並列化
については第 6節で示す. 最後に, 第 7節で関連研究
について触れ, 本論文のまとめと今後の課題について
第 8節で述べる.

2 表記法

まず最初に本論文全体に共通の用語および表記

法について説明する. 本論文の記法は関数型言語
Haskell [4]に基づいている.



日本ソフトウェア科学会第 23回大会（2006年度）論文集 2

2.1 関数型プログラム

関数型言語では, プログラムは関数定義の集合とし
て構成される. プログラムの実行は, 関数を引数に適
用しその結果を計算することにより行われる. 本論文
では関数適用 f(x)を f xと空白を用いて表わし,括弧
は表記しない. 以下関数表記の慣習と演算子の定義に
ついて説明する. 一般的な二項演算子を表すものとし
て, 本論文では⊕, ⊗, ¯などを用いることにする. 関
数適用は左側に優先的に結合し, f a bは (f a) bを意

味する. また関数適用の結合順位は最も強く, f x⊕y

は f (x⊕y)ではなく (f x)⊕yとして解釈される. 関
数合成の演算は ◦によって表され, (f ◦g) x = f (g x)
である. 演算子 Mは (f M g) x = (f x, g x)と定義
される. 演算子 ↑は 2値の最大をとる演算を表現し,
x ↑ y = if (x ≥ y) then x else yと定義される.

2.2 リスト

本論文ではリスト上で定義された関数のみを考え

る. リストは線形に順序のついた値の集まりであり,
例えば 1, 2, 3の 3つの要素からなるリストは [1, 2, 3]
と表す. 演算子++はリストの連結を表し, [1, 2, 3]++
[4, 5, 6]は [1, 2, 3, 4, 5, 6]である. この ++は結
合性をもつ演算である. また, 関数 [·]は任意の値値
aを取り, 要素 1つのリスト [a]を返す.
リストを処理する関数はパターンマッチを用いて定

義される. 以下はリストの要素和を求める関数 sum
の定義である.
例 2.1.

sum [a] = a

sum ([a] ++ x) = a + sum x

ここで a はリストの要素, x はリストを表してい

る. 左辺に現れる [a]や ([a] ++ x)がパターンになっ
ており, [a]は要素 1つのリストに, ([a] ++ x)は要素
2つ以上のリストにマッチする. マッチングが成功す
ると右辺が評価され, それが関数適用の結果として返
される. 関数 sum の例では, 引数の要素が 1つであ
るとき第 1式のプログラムが, 引数の要素が 1つよ
り多い場合は第 2式のプログラムが実行される. 第 2
式に引数がマッチした場合, 引数の先頭要素を a, 残
りの部分を xとして右辺が実行される.
例 2.2.

sum [a] = a

sum (x ++ y) = sum x + sum y

この例も例 2.1と同様に引数の要素が 1つである
とき第 1式のプログラムが, 引数の要素が 1つより
多い場合は第 2式のプログラムが実行される. しか
し第 2式の場合, ++は結合的であるため引数が xと

yに分割される場所は一意に定まらない. 本論文では
この様な分割箇所が一意に定まらないパターンを持

つ関数は分割箇所にかかわらず等しい値を返さなけ

ればならないものとする. 実際, 関数 sum は +の結
合性により分割箇所によらず等しい値となる.

3 プログラムの並列化

例 2.1の形で定義された sum はリストの要素を先
頭から順に計算していくため, このままでは効率的
に並列処理できない. 一方, 例 2.2の形で定義された
sum は, その定義から部分問題へ分割できることが
保証されているので, 並列処理に適している. そこ
で例 2.2のような並列処理可能な関数定義の一般形
として, リスト準同型 [3]というものを考えることに
する.

3.1 リスト準同型

定義 3.1 (リスト準同型 [3]). リスト準同型は

h [a] = f a

h (x ++ y) = h x ¯ h y

と定義される関数である. ただし ¯は結合的な演算
子とする. 以下, 関数 hが上で示されたリスト準同型

によって定義される時 h = ([f, ¯])と表記する.

関数 hがリスト準同型の形で与えられていると h

はすべての要素に対する独立な計算とその結果をひ

とつにまとめる計算とで実現でき, 様々な並列計算機
環境で効率良く実行することができる.

例 3.1. 関数 sum のリスト準同型の形の定義は

sum = ([id , +])

である. ここで id は引数の値をそのまま返す恒等関
数である.

リスト準同型は並列プログラムの定義として便利

な形であるが, 一般の関数はこのような形で書けると
は限らない. しかし多くのリスト上の関数は適切に
組化することによりリスト準同型として定義できる

ことが知られている [6]. そこで表現力を増すために
組化リスト準同型というものを定義する.
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定義 3.2 (組化リスト準同型 [6]). 組化リスト準同
型を

π1 ◦ ([f, ¯])

と定義する. ここで π1 は射影関数であり, 組化され
た値のうち先頭の値を返す関数である.

組化リスト準同型の計算のほとんどは組化された

リスト準同型で行われており, 組化リスト準同型は並
列に計算することができる. よって組化リスト準同
型はリスト準同型を含む一般的な並列計算可能な関

数群を表現していると考えることができる.

例 3.2. Maximum prefix sumとはリストの先頭か
ら始まる部分リストの要素和の最大値を求める問題

である. よって, maximum prefix sumの解を求める
関数mps は, 例えばリスト [1, 2, −1]に対して,

mps [1, 2, −1]
= 0 ↑ 1 ↑ (1 + 2) ↑ (1 + 2 + (−1))
= 3

となる.
このmps は sum と組化し

mps = π1 ◦ (mps M sum)

と定義することにより組化リスト準同型となること

が知られている [6]. 実際, (mps M sum)は

(mps M sum) [a]
= (a ↑ 0, a)

(mps M sum) (x ++ y)
= (mps x ↑ (sum x + mps y), sum x + sum y)

と定義できるので,

(mps M sum) = ([f, ¯])
f a = (a ↑ 0, a)
(xp , xs) ¯ (yp , ys) = (xp ↑ (xs + yp), xs + ys)

とリスト準同型の形で定義できる.

例 3.3. Maximum segment sumとはリストの部分
リストの要素和の最大値を求める問題である. よっ
て, maximum segment sum の解を求める関数 mss
は例えば,

mss [−1, 2, 1]
= 0 ↑ −1 ↑ 2 ↑ 1

↑ (−1 + 2) ↑ (2 + 1) ↑ (−1 + 2 + 1)
= 3

となる. このmss はmps, mts, sum と組化し

mss = π1 ◦ (mss M mps M mts M sum)

と定義することにより組化リスト準同型となること

が知られている [6]. ここでmts はリストの末尾で終
わる部分リストの要素和の最大値を求める関数であ

る. 実際,

(mss M mps M mts M sum) [a]
= (a ↑ 0, a ↑ 0, a ↑ 0, a)

(mss M mps M mts M sum) (x ++ y)
= (mss x ↑ mss y ↑ (mts x + mps y),

mps x ↑ (sum x + mps y),
(mts x + sum y) ↑ mts y,

sum x + sum y)

であるので, 例 3.2と同様にしてリスト準同型の形で
定義できる.

しかし逐次プログラムからどのようにこのリスト

準同型の定義を導出するかはあまり自明ではない.

3.2 第三準同型定理

プログラムをリスト準同型の形で記述するために

は, 部分問題の結果から全体の問題の結果を計算する
結合的な演算子 ¯を見つける必要がある. しかしこ
れは一般に容易ではない. リスト準同型の導出を助
ける定理に第三準同型定理 [12]がある. まず準備と
して, 左方向関数と右方向関数を定義する.

定義 3.3 (左方向関数). 関数 hが任意の要素 aと任

意のリスト xに対して,

h [a] = f a

h ([a] ++ x) = a ⊕ h x

と定義できる時, hは左方向関数である.

定義 3.4 (右方向関数). 関数 hが任意の要素 aと任

意のリスト xに対して,

h [a] = f a

h (x ++ [a]) = h x ⊗ a

と定義できる時, hは右方向関数である.

ここで ⊕と ⊗は結合的である必要はない.

定理 3.1 (第三準同型定理 [12]). 関数 hが左方向関

数かつ右方向関数である時, またその時に限り, hは
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リスト準同型の形で定義できる. つまり,

h [a] = f a

h ([a] ++ x) = a ⊕ h x

h (x ++ [a]) = h x ⊗ a

m
h = ([f, ¯])

が成り立つ.

補題 3.2 ([12]). 関数 g を h ◦ g ◦ h = hを満たす関

数とすると, 第三準同型定理の結合的な演算子 ¯は

a ¯ b = h (g a ++ g b)

である.

ここで第三準同型定理の例を挙げる.

例 3.4. 関数 sum の左方向関数, 右方向関数として
の定義は

sum [a] = a

sum ([a] ++ x) = a + sum x

sum (x ++ [a]) = sum x + a

であるので, sum はリスト準同型の形で定義できる
ことが第三準同型定理よりわかる. 実際我々は例 3.1
でリスト準同型の形の定義を示した.

例 3.5. 組化された関数 (mps M sum)は下に示す通
り左方向関数かつ右方向関数である.

(mps M sum) [a]
= (a ↑ 0, a)

(mps M sum) ([a] ++ x)
= (0 ↑ (a + mps x), a + sum x)

(mps M sum) (x ++ [a])
= (mps x ↑ (sum x + a), sum x + a)

したがって, 第三準同型定理により (mps M sum)は
リスト準同型の定義を持つ. 実際我々は例 3.2でリス
ト準同型の形の定義を示した.

しかし第三準同型定理はあくまでリスト準同型の

形の定義の存在を示しているのみで, リスト準同型の
形に必要な結合的演算子をどのように構成するかは

述べていない. よって実際例 3.2で示したようなリス
ト準同型としての結合的演算子をこの定義から導出

することはあまり自明でない.

4 弱逆関数

本節では弱逆関数という概念を導入し, 弱逆関数が
補題 3.2の条件を満たすことを示す. そして弱逆関数
を導出することにより, 補題 3.2から結合的な演算子
を得る.
関数 f の弱逆関数 gは f の出力から f の元の入力

のうちの 1つを返す関数であり, 次のように定義さ
れる.

定義 4.1 (弱逆関数). 関数 gが

∀y ∈ range(f), g y = x ⇒ f x = y

という性質を満たす時, 関数 g を関数 f の弱逆関数

と定義する. ただし range(f)は関数 f の値域を意味

する.

補題 4.1. 弱逆関数は任意の関数に少なくとも 1つ
存在する.

証明. g tが f x = tを満たす xを任意に返す関数と

する. このとき弱逆関数の定義より明らかに g は f

の弱逆関数のうちの 1つである. よって弱逆関数は
任意の f に対して少なくとも 1つ存在する.

関数 f が全単射の時に f の弱逆関数は逆関数にな

り, 逆関数は弱逆関数の特別な場合である.
また弱逆関数は一般に複数存在する. 例として sum

の弱逆関数について考える. 要素の和が引数の値と
同じになるリストを返す関数は全て sum の弱逆関数
である. よって

g1 a = [a]
g2 a = [a − 1, 1]
g3 a = [1, 2, a − 3]
g4 a = [a/2, a/2]

と定義される関数 g1, g2, g3, g4 はいずれも sum の
弱逆関数である.
以下, 関数 f◦を関数 f の弱逆関数のうちのひとつ

とする.
弱逆関数の例として,

sum◦ = [·]
mps◦ = [·]
sort◦ = id
head◦ = [·]

のようなものが挙げられる. ここで sort は引数のリ
ストの要素をソートしたリストを返す関数, head は
引数のリストの先頭要素を返す関数である.
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弱逆関数は以下の性質により並列化に用いること

ができる.

補題 4.2. 弱逆関数は

f ◦ f◦ ◦ f = f

という性質を満たす.

証明. 弱逆関数の定義より, f ◦ f◦は f の値域の値を

適用しても同じ値を返す. よって f ◦ f◦ ◦ f = f であ

る.

定理 4.3. 関数 hが左方向関数かつ右方向関数であ

る時,
h = ([f, ¯])
a ¯ b = h (h◦ a ++ h◦ b)

が成立する.

証明. 補題 3.2と補題 4.2より明らかである.

よって関数 hが左方向関数かつ右方向関数である

時, hの弱逆関数が求まれば hのリスト準同型による

定義が得られる

5 弱逆関数の導出

リスト準同型の結合的な演算子を弱逆関数を用い

て構成できることがわかったので, 弱逆関数を導出す
ることを考える. 多くの関数は組化リスト準同型と
して定義できるが, 組化された関数の弱逆関数は個々
の関数の弱逆関数がわかっても単純には求まらない.
しかし多くの並列プログラムは組化リスト準同型に

よって記述されるため, 第三準同型定理を並列化に用
いるためには組化された関数の弱逆関数を求める必

要がある. 本節ではこのような関数に対して弱逆関
数を求めるアルゴリズムを示す.

5.1 言語

本節では, 図 1に示す言語により記述されたプロ
グラムに対して弱逆関数を求めるアルゴリズムを提

案する. プログラムはリストを走査し値を返す関数
の定義 def の列によって構成されている. また lterm
は線形な項であり, 条件分岐, 関数呼び出し, 加算と
減算, 定数による乗算と除算により構成される. ここ
で lterm に含まれる関数 fun は必ずプログラム中で
定義されていなくてはならない. プログラムは組化
リスト準同型に含まれる関数を順に記述することに

prog ::= def · · · def (プログラム)
def ::= fun [a] = lterm;

fun ([a]++x)= lterm (定義)
lterm ::= lterm addop lterm (加減算)

| lterm mulop num (乗除算)
| fun x (関数適用)
| num (定数)
| a (リストの要素)
| if (cond) then lterm

else lterm (条件文)
cond ::= lterm relop lterm (比較演算)

| cond ∨ cond (論理和)
| cond ∧ cond (論理積)

num ::= 0 | 1 | 2 | · · ·
addop ::= + | −
mulop ::= ∗ | /

relop ::= = | < | ≤ | > | ≥ | 6=

図 1: 弱逆関数導出の対象とするプログラムの言語

より構成される. 例えば, 関数 (mps M sum)はこの
言語では

mps [a] = if (a ≤ 0) then 0 else a

mps ([a] ++ x) = if (0 ≤ a + mps x)
then a + mps x

else 0

sum [a] = a

sum ([a] ++ x) = a + sum x

と記述できる. この言語で記述された関数の弱逆関
数を導出することを考える.

5.2 弱逆関数の導出

本論文で提案する弱逆関数の導出法は次の手続き

で構成される. まず, 弱逆関数が返すリストの長さを
仮定して関数を展開し, 条件文と連立一次方程式の集
合を得る. 次に得られた連立方程式を解き, 条件文と
それに対応する計算を得る. これが得られる弱逆関
数である. さらに得られた弱逆関数の条件分岐を減
らすことにより効率化を行う. 最後に得られた弱逆
関数の定義域が正しいかどうかを検証する. これら
の手続きを順に解説していく.
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5.2.1 関数の展開

弱逆関数はその入力引数と出力リストの関係によ

り定義される. 逆に言えば、入力引数と出力リストの
関係が得られれば弱逆関数を得ることができる. 我々
の提案するアルゴリズムでは, この関係を得るため
に, 弱逆関数の出力したリストを元の関数に適用する
と入力引数を返すということを利用する.
例として maximum prefix sum を考える. いま,

関数 (mps M sum)◦ が (p, s) ∈ range(mps M sum)
なる値 (p, s) を入力として長さ 1のリストを返すと
仮定する. つまり,

(mps M sum)◦ (p, s) = [a]

とする. このとき, 弱逆関数の定義より,

(p, s) = (mps M sum) [a]

である. よって弱逆関数の入力変数 (p, s)と出力リ
スト [a]の関係が以下のように得られる.

p = mps [a], s = sum [a]

さらに関数 mps と sum の定義を展開すると以下の
式が得られる.

p = if (a ≤ 0) then 0 else a, s = a

ここで条件分岐を列挙して,

{a ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a

{a > 0} ⇒ p = a, s = a

という式を得る. この関係式は以下のように理解す
ることができる. 弱逆関数 (mps M sum)◦ は 2入力
変数 p, sの値が, (1) pが 0かつ sが 0以下, (2) p,
sの値が等しくともに正値, である場合には長さ 1の
リスト [s]を返せばよい.
以上の導出によって得られた結果は正しい. しか

し，以上の導出では弱逆関数 (mps M sum)◦ の部分
的な定義, すなわち 2入力変数 p, sの値が上記条件

を満たす場合の定義, のみしか得られない. 理論上は
加算無限を含む全てのリスト長について同様に計算

すれば, 弱逆関数 (mps M sum)◦ の定義が得られる
と考えられる. しかしこれは現実的ではない.
我々の提案するアルゴリズムでは, 有限の処理で弱
逆関数を得るため以下の 2点を仮定する. まず, 弱逆
関数は常に高々定数長のリストを返すとする. 次に,
出力されるリストの要素の値は全て一意に定まると

する. 以上の仮定のもとでは, 定義されている関数の
数を nとして,長さ 1から nまでのリストについて上

記のように関数定義を展開し関係式を得れば十分で

ある. なぜなら, 1つのリストに対して関数定義を展
開して得られる関係式は定義されている関数の数に

等しく, これらの関係式から出力リストが一意に定ま
ると仮定すると, 出力リストの要素数, すなわち求め
るべき変数の数, は高々定義されている関数の数, す
なわち関係式の数, でなければならないからである.
まとめるとアルゴリズムは以下となる. 1から定

義されている関数の数の長さまでのリストについて,
元の関数を用いて計算を行い, 入力変数と出力リスト
の要素に関する関係式を得る. なお, こうして得られ
た関係式は連立方程式と見ることができるが, そのま
ま解くには条件分岐が扱いづらい. そこで事前に全
ての条件分岐を列挙することにより, 条件と連立一次
方程式の集合を得る.
本節では 2つの仮定により連立方程式の数を減ら
した. よってこの弱逆関数の定義域は狭くなってい
る可能性がある. 得られた弱逆関数の定義域につい
ては 5.2.4節で議論する.

例 5.1. Maximum prefix sumを例にとって考える.
変数 pと sを

(p, s) ∈ range(mps M sum)

とする. 今回定義されている関数はmps と sum の 2
つであるので, 出力リストの長さは高々2であるとす
る. 出力リストの長さが 1の時に得られる関係式は

{a ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a

{a > 0} ⇒ p = a, s = a

であった. 同様に出力リストの長さが 2である場合
を考える. このとき, (mps M sum)◦ (p, s) = [a, b]
とすると,

(p, s) = (mps M sum) [a, b]

である. よって (p, s)と (a, b)の間に

p = mps [a, b], s = sum [a, b]

という関係が成り立つ. この連立方程式を解いて a, b

を求めればよい. ここで関数を定義に従って展開す
ると,

p = if (b ≤ 0)
then if (0 ≤ a) then a else 0
else if (0 ≤ a + b) then a + b else 0

s = a + b
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となる. しかしこの連立方程式を解くには条件分岐
が扱いづらい. そこで事前に全ての条件分岐を列挙
する. すると

{b ≤ 0 ∧ 0 ≤ a} ⇒ p = a, s = a + b

{b ≤ 0 ∧ 0 > a} ⇒ p = 0, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 ≤ a + b} ⇒ p = a + b, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 > a + b} ⇒ p = 0, s = a + b

となり, 条件と連立一次方程式のペアの集合が得ら
れる.
結局これらをあわせて,

{a ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a

{a > 0} ⇒ p = a, s = a

{b ≤ 0 ∧ 0 ≤ a} ⇒ p = a, s = a + b

{b ≤ 0 ∧ 0 > a} ⇒ p = 0, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 ≤ a + b} ⇒ p = a + b, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 > a + b} ⇒ p = 0, s = a + b

となる.

5.2.2 連立方程式の求解

前節の処理により入力変数と出力リストの関係が

連立一次方程式として得られた. よってこの方程式
を解くことにより弱逆関数が得られる. ここで出力
リストの要素の値が一意に定まらない場合は仮定に

反するので無視する. 連立方程式を解いて得られた
値を条件の含まれている入力変数に代入することに

より条件を求める.

例 5.2. Maximum prefix sumの場合, 得られた集合

{a ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a

{a > 0} ⇒ p = a, s = a

{b ≤ 0 ∧ 0 ≤ a} ⇒ p = a, s = a + b

{b ≤ 0 ∧ 0 > a} ⇒ p = 0, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 ≤ a + b} ⇒ p = a + b, s = a + b

{b > 0 ∧ 0 > a + b} ⇒ p = 0, s = a + b

のうち第 4, 5, 6式は a, bが一意に定まらないので無

視する. よって

{a ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a

{a > 0} ⇒ p = a, s = a

{b ≤ 0 ∧ 0 ≤ a} ⇒ p = a, s = a + b

のそれぞれの方程式を解くと,

{a ≤ 0 ∧ p = 0} ⇒ a = s

{a > 0 ∧ p = s} ⇒ a = p

{b ≤ 0 ∧ 0 ≤ a} ⇒ a = p, b = s − p

となる. ここで第 1, 2式の解が求まるためには pと

sに依存関係が必要なので, これを新しく条件に加え
た. 得られた結果から pと sによる条件を求めて,

{s ≤ 0 ∧ p = 0} ⇒ a = s

{p > 0 ∧ p = s} ⇒ a = p

{p ≥ s ∧ p ≥ 0} ⇒ a = p, b = s − p

という, 入力変数に対する条件とそれに対応する計算
式が得られる.
よって弱逆関数を

(mps M sum)◦(p, s)
= if (s ≤ 0 ∧ p = 0) then [s]

else if (p > 0 ∧ p = s) then [p]
else if (p ≥ s ∧ p ≥ 0) then [p, s − p]

と導出することができる.

5.2.3 効率化

前節までのアルゴリズムにより得られた弱逆関数

の効率は一般に良くない. なぜなら条件により表現
された分岐の数は, 定義に含まれる関数の数を n, 各
関数に含まれる条件分岐の数の和をmとして, 最悪
で 2m(n+1) 個となるからである. そこで不要な分岐
を削除することで分岐の数を減らす. 具体的には, 得
られた弱逆関数の i番目の条件分岐の条件をCiとし

たときに

Ci ⇒
∨
i6=k

Ck (1)

が真なら, 条件 Ciを除いてもこの弱逆関数の定義域

は変わらない. また, 入力が定義域内であれば全て
の分岐は弱逆関数として正しい値を返す. よって Ci

に対応する分岐は冗長であり, 取り除くことができ
る. 式 (1)は Presburger算術 [19]の形をしており,
quantifier eliminationという手続きで真偽の判定が
行えることが知られている [7].

例 5.3. Maximum prefix sumの例では,

{s ≤ 0 ∧ p = 0} ⇒ a = s

{p > 0 ∧ p = s} ⇒ a = p

{p ≥ s ∧ p ≥ 0} ⇒ a = p, b = s − p

において, {s ≤ 0 ∧ p = 0} と {s ≤ 0 ∧ p = 0} は
{p ≥ s ∧ p ≥ 0}に含まれるため, 入力値 p, sが第

1, 2式の条件を満たす時は第 3式を実行しても弱逆
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関数として正しい値を返す. よって冗長な式を除く
ことにより条件分岐の数を減らすことが可能である.
このとき

(mps M sum)◦(p, s)
= if (p ≥ s ∧ p ≥ 0) then [p, s − p]

と条件を 1つにまとめることができる.

5.2.4 定義域の正しさの検証

5.2.1節で議論したように, 以上の処理により得ら
れた弱逆関数は一般には部分関数となる. つまり, 得
られた弱逆関数の i番目の条件分岐の条件をCiとし

たときに
∨

i Ci = true は一般には成り立たない. し
かし, 弱逆関数はその定義より元の関数の値域につい
てのみ適切な値を返せばよく, 全域関数である必要は
ない. よって元の関数の値域を条件分岐が覆ってい
ればよい. つまり, 元の関数の値域を表現した条件を
P としたとき

P ⇒
∨
i

Ci (2)

が true なら, この弱逆関数は確かに弱逆関数の定義
を満たす.

例 5.4. 例 5.3で得られた maximum prefix sum の
プログラムについて考える. 関数mps の出力値は関
数 sum の出力値と同じかそれ以上であるので, 任意
のリスト xについて (mps M sum) x = (p, s)とした
とき p ≥ s ∧ p ≥ 0が一般に成立する. よって式 (2)
は成立するのでこの弱逆関数は必ず値を返す. 以上
より, 正しいプログラムであることが示された.

5.3 弱逆関数自動導出システムの実装

我々は本節の手法を用いた弱逆関数の導出法を実装

した. 実装言語には C++言語を用いた. また, Pres-
burger 算術の真偽判定には omega test [20] という
手法を用いた Omega Library [1] を用いた. 計算時
間は, Presburger算術の真偽判定の計算量が項の数
を nとしてO(22n

)であるため, 条件分岐の効率化の
箇所が主な部分を占める. しかし Omega Libraryは
Presburger算術の真偽判定を効率的に実装しており,
多くの場合多項式時間で計算可能である. また, 5.2.2
節で言及したように条件分岐の数も仮定を用いて事

前に減らしている. 結果, 我々のシステムは現実的な
時間で弱逆関数を求めることができる.

例 5.5. 関数 sum の弱逆関数 f は

f (s) = [s]

と得られる.

例 5.6. 関数 (mps M sum)の弱逆関数 f は

f (p, s) =

if (s<=p && 0<=p) then [p, -p+s]

と得られる. この時の条件

sum x ≤ mps x

0 ≤ mps x

は任意の xに対して常に成り立つので, この弱逆関
数は正しい.

例 5.7. 関数 (mss M mps M mts M sum)の弱逆関
数 f は

f (m, p, t, s) =

if (0<=p<=m && 0<=t<=m && s+m<=t+p)

then [p, -p-t+s, m, -m+t]

と得られる. この時の条件

0 ≤ mps x ≤ mss x

0 ≤ mts x ≤ mss x

sum x + mss x ≤ mps x + mts x

は任意の xに対して常に成り立つので, この弱逆関
数は正しい. この弱逆関数の導出に要した実際の実
行時間はPentium M 1.70GHzのCPU, 512MBのメ
モリを持った PCで timeコマンドで計測して 20秒
程度である.

6 弱逆関数を用いたプログラムの並列化

本論文で提案する並列化手法は次の手続きによっ

て行われる. まず, 左方向関数, 右方向関数としての
2つの逐次プログラムの定義を与える. 次に前節の手
法により弱逆関数を導出する. 得られた結合的演算
子を単純化し, 並列プログラムを導出する. この手続
きの中で自動的に行うことができないものは逐次プ

ログラムの定義を与える箇所だけであり, その他のス
テップは自動的に実行できる. 我々はそのうち弱逆
関数の導出の実装を行った. 単純化と並列プログラ
ムの導出については今後の課題である.

例 6.1. 関数 sum の左方向関数, 右方向関数として
の定義は

sum [a] = a

sum ([a] ++ x) = a + sum x

sum (x ++ [a]) = sum x + a
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であるので, sum はリスト準同型の形で定義できる
ことが第三準同型定理よりわかる. 弱逆関数を導出
すると sum◦ = [·]であり, 第三準同型定理と補題 3.2
により

sum = ([id , ¯])
a ¯ b = sum (sum◦ a ++ sum◦ b)

= sum ([a] ++ [b])

となる. sum ([a] ++ [b]) = a + bと単純化できるの

で, 得られるリスト準同型の形は

sum = ([id , ¯])
a ¯ b = a + b

となる.

例 6.2. 関数 (mps M sum)の左方向関数, 右方向関
数としての定義を考えると,

(mps M sum) [a]
= (a ↑ 0, a)

(mps M sum) ([a] ++ x)
= (0 ↑ (a + mps x), a + sum x)

(mps M sum) (x ++ [a])
= (mps x ↑ (sum x + a), sum x + a)

となり, 確かに (mps M sum) はリスト準同型の形で
定義できることがわかる. (mps M sum)の弱逆関数
を導出すると,

(mps M sum)◦ (p, s)
= if (p ≥ s ∧ 0 ≤ p) then [p, s − p]

となるので, 第三準同型定理と補題 3.2により

(mps M sum) = ([id , ¯])
(px, sx) ¯ (py, sy)
= (mps M sum) (f◦ a ++ f◦ b)
= (mps M sum) ([px, sx − px] ++ [py, sy − py])

となる. 単純化すると,

(mps M sum) = ([f, ¯])
f a = (a ↑ 0, a)
(xp , xs) ¯ (yp , ys) = (xp ↑ (xs + yp), xs + ys)

となり, 例 3.2で示したプログラムが得られる. これ
はよく知られた効率的な maximum prefix sum のリ
スト準同型による定義である.

例 6.3. 関数 (mss M mps M mts M sum)の左方向関
数, 右方向関数の定義は

(mss M mps M mts M sum) [a]
= (a ↑ 0, a ↑ 0, a ↑ 0, a)

(mss M mps M mts M sum) ([a] ++ x)
= ((a + mps x) ↑ mss x, 0 ↑ (a + mps x),

mts x ↑ (a + sum x), a + sum x)
(mps M mps M mts M sum) (x ++ [a])
= (mss x ↑ (mts x + a), mps x ↑ (sum x + a),

(mts x + a) ↑ 0, sum x + a)

と与えられる. 弱逆関数を導出すると,

(mss M mps M mts M sum)◦ (m, p, t, s)
= if (0 ≤ p ≤ m ∧ 0 ≤ t ≤ m ∧ s + m ≤ t + p)

then [p, −p − t + s, m, −m + t]

となるので, 並列プログラムを導出すると

(mss M mps M mts M sum) = ([f, ¯])
f a = (a ↑ 0, a ↑ 0, a ↑ 0, a)
(mx, px, tx, sx) ¯ (my, py, ty, sy)

= (mx ↑ (tx + py) ↑ my, px ↑ (sx + py),
(tx + sy) ↑ ty, sx + sy)

となる. これはよく知られた効率的な maximum seg-
ment sum のリスト準同型による定義 [6]である.

7 関連研究

プログラムの並列化は重要な研究テーマであり, 長
い間多くの研究者の注目を集めてきた. 特に結合的な
演算の抽出は並列化に関する重要な問題の1つである.
結合的な演算の抽出の理論は大きく2種類に分けられ,
それぞれ第三準同型定理 [12]と context preservation
定理 [5]としてまとめられている. 前者を発展させた
ものとして, GorlatchとGeser [11, 15, 16]は第三準
同型定理によってリスト準同型の形のプログラムが

存在することが分かっている逐次プログラムから, リ
スト準同型のプログラムを導出する手法を提案した.
また後者を発展させ限定された範囲での実装を行っ

た研究として, [10]や [21]がある. これらは本論文の
手法とは異なるアプローチを取っており, 我々の手法
との比較は今後の課題である.
弱逆関数は逆関数の一般化と捉えることができる

が, 逆関数についてはこれまで多くの手法が提案され
てきた. 逆関数の導出の考えは [8, 17]までさかのぼ
り, 自動的な導出として Korfと Eppstein [9, 18]に
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よるものがある. 実際の実装として [9, 18]を拡張し
た [13, 14]といったものが挙げられる. 弱逆関数と逆
関数は密接な関係があり, これらの研究を弱逆関数の
導出に利用できると予想される.

8 まとめ

本論文では弱逆関数という概念を導入し, 新しいプ
ログラムの自動的な並列化手法を提案した. 弱逆関
数は関数の出力から元の入力のうちのひとつを返す

関数であり, 弱逆関数を用いることにより第三準同型
定理からリスト準同型によって記述された並列プロ

グラムを得ることができる. 我々は弱逆関数を自動
導出することにより並列プログラムを自動的に得る

手法を提案し, 制限を加えた言語上で弱逆関数を導出
する手法を示した. さらに実際に弱逆関数の自動導
出の効率的な実装を行った.
今後の課題はいくつか考えられる. まず, 今回は弱

逆関数の自動導出については実装を行ったが, 並列プ
ログラムの自動導出までは実装していない. 我々の
手法の有用性を確認するためには実際に並列プログ

ラムを自動導出し, その効率を調査する必要がある.
次に, 今回は弱逆関数は常に高々定数長の長さのリス
トを返すと仮定して導出を行った. しかし, 例えばリ
ストの長さを求める関数 length のように, 弱逆関数
の出力するリストの長さが高々定数とならない, しか
し並列化に有用な関数もある. このような関数に対
しても弱逆関数と第三準同型定理を利用できるよう

な枠組みを考えたい.
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