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概要

プログラム運算は，プログラムを，その意味を変えない運算定理を用いて，より効率のよい

プログラムに書き換えていくプログラミング手法である．運算前のプログラムが自明に正しい

プログラムであれば，運算後のプログラムも意味を保存しているため検証が不要であり，正し

く効率のよいプログラム開発に貢献すると期待される．しかし，支援システムがなければ正し

い運算は難しいにもかかわらず，支援システム開発のコストの高さなどから，広く使われてい

る支援システムは少ない．

本研究で，我々は定理証明支援系 Coqのライブラリによってプログラム運算を支援する手

法を提案する。この手法は，Coqによって運算定理および運算定理の適用の正しさが保証され

る，対話的な運算ができる，拡張性が高いなどの特徴を持ち，その実装コストは高くない．

本論文では，プログラム運算支援について論じ，支援システムの実装となる tacticライブラ

リを紹介する．また tactic ライブラリを用いたプログラム運算理論の表現および運算の実例

を紹介し，その際に現れる諸問題と，対処法について論じる．
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第 1章

はじめに

本章では，本研究の背景となるプログラム運算および支援システムについて論じる．また，

本研究の目的および貢献について説明する．

1.1 プログラム運算とは

プログラム運算 [3, 8]とは，プログラムを，その意味を変えない運算規則 (定理) を用いて，

その仕様から，より効率のよいプログラムに書き換えていくプログラミング手法である．

図 1.1 は，BMF (Bird-Meertens Formalism) [8] と呼ばれる理論に基づいてプログラムを

書き換えている例である． 簡単な関数を関数結合で結合した形で書かれた，リストに含まれ

る最大部分列和を求めるプログラムが，プログラムの意味を変えない等式変形によって，計算

量が改善されたものに変形されている．本節では，図 1.1のようなプログラムの変形を可能に

する理論について述べる．

本研究で述べるプログラム運算とは，BMF のようなプログラムを書き換えるための理論を

用いて，プログラムを書き換えること全般を指すものとする．また，「運算」は，プログラム

を書き換える過程を指すものとする．

BMFとは，等式による推論によって，プログラムを仕様から構成することを意図して集め

られた，プログラムを表現するための概念，記法，およびそれらの間に成り立つ定理 (以下，

これらの定理を運算定理と呼ぶ．) の集まりである．全体として，プログラムを書き換えるた

めの一つの理論をなしていると言える．

この，「プログラムを仕様から構成する」という考え方は，transformational program-

ming [14] の考え方に基づいている．プログラマは最初から仕様を満たしかつ効率のよいプロ

グラムを自分で書くのではなく，まずはなるべく簡潔で，間違いのない仕様をプログラムとし

て書くことに専念し，その後 BMF のような運算理論を用いてプログラムを書き換えればよ

い．これにより，仕様を満たしつつ，元々のプログラムが必要以上に複雑になることを避け，

さらに運算理論によって効率のよいプログラムが導出されうるという特徴をもつ開発が行える

と期待できる．

プログラムを効率化する，という観点から，仕様となるプログラムは，十分に抽象化された
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mss
= {mssの定義, ↑および+は結合的 }

↑ / ◦ (+/) ∗ ◦ segs (O(n3))

= {segs の定義 }
↑ / ◦ (+/) ∗ ◦ ++/ ◦ tails∗ ◦ inits

= {map promotion則 }
↑ / ◦ ++/ ◦ (+/) ∗∗ ◦ tails∗ ◦ inits

= {fold promotion則 }
↑ / ◦ (↑ /) ∗ ◦(+/) ∗∗ ◦ tails∗ ◦ inits

= {map分配則 }
↑ / ◦ (↑ / ◦ (+/) ∗ ◦tails) ∗ ◦ inits

= {Horner則, (↑, +)は環 }
↑ / ◦ (⊙ ̸→0)∗ ◦ inits

= {scan 補題 }
↑ / ◦ (⊙ ̸↛0) (O(n))

ただし x ⊙ y = (x + y) ↑ 0

図 1.1. BMFを用いたプログラム運算の例

高階関数を用いて記述されていることが望ましい．なぜなら，プログラムの一部の実行を最適

化するだけでなく，アルゴリズムを記述するための高階関数自体を書き換えることで計算量の

オーダーが改善する運算定理が知られているが，それら運算定理の適用可能性が容易に判断で

きるためである．

動的計画法 [6]，並列化 [10] などいくつかの問題領域では，それに特化したプログラム運算

理論が提案されている．それらの理論が適用できる形で記述されているプログラムであれば，

効率のよいプログラムに書き換えることができるといえる．

1.2 プログラム運算支援システムの必要性

プログラム運算によって仕様を満たすプログラムが開発できるためには，いくつかの条件が

必要となる．

第一に，仕様となるプログラムが間違いなく書ける必要がある．そのためには，プログラム

を書くための標準的な関数および結合子がライブラリとして整備され，文書によってライブラ

リの構成要素の意味が明確に定義されていることが望ましい．

第二に，仕様の段階で間違いがなくても，運算の過程で間違いを作りこんでしまっては意味

がないので正しい運算定理が正しく適用される必要がある．運算定理がどのような前提のもと

で成り立つのかが正確に記述され，また適用時にその前提が確認されねばならない．
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第三に，運算定理を適用できる箇所を発見できなければならない．プログラムから運算定理

を適用できる箇所を発見することは自明ではなく，人間の洞察により定理が適用可能な形に書

き換えるか，または探索アルゴリズムが必要である．

第一の条件のためには，広く使われ，文書が豊富なプログラミング言語および，その言語の

信頼できる処理系があれば十分である．いっぽう，第二，第三の条件のためには，支援システ

ムが必要である．言語の意味を解釈できる処理系および，機械的にプログラムから運算定理が

適用可能な箇所を探索し，書き換えるシステム (プログラミング言語がそのような機能を備え

ている場合もありうる)，また書き換えによってプログラムの意味が変わらないことを保証す

るために，検証，定理証明システムが必要になると考えられる．

1.3 本研究の目的と貢献

前小節で議論した，仕様を満たすためのプログラム運算の条件が満たされるような環境を構

築すべく，さまざまなシステムがすでに考案され，実装されている．目的は違えど，プログ

ラム運算，またはより広く transformational programmingを支援するシステムは Kids [15]，

MAG [7]，Stratego [19]，Ultra [9]，Yicho [11]，RAPT [4]など多数存在する．

ただし，上記の条件を満たすシステムを構築する際，また言語の変化などに応じた保守の際

に，大きな労力がかかるため，プログラム運算のための環境として広く使われているシステム

はあまり多くない．

近年，Muら [13]は，依存型をもつプログラミング言語 Agdaを用いて，証明を伴なうプロ

グラム運算を記述するための AoPAライブラリを提案した．このライブラリで記述された運

算はそれ自体が証明になるように実装されているため，非常に信頼性が高い．また，Agdaの

機能を用いて運算定理の表現および証明，運算の正しさの検証が行われるため，運算支援を実

現するための労力をさほど必要としない．しかし，Agdaは自動証明を行う機能の拡張性が高

くないため，プログラムを書き換えるという観点から手間がかかるという欠点があった．

本研究の目的は，Muらの研究を発展させ，よりプログラム運算に適した環境を構築するこ

とである．我々は，プログラム運算には，以下のような性質を持つことが望ましいと考えた．

第一に，創造的なプログラムの導出がスムーズに行われるよう，対話的にプログラム運算が行

えることが望ましい．これはユーザーが意図した大きな運算ステップは自動的に行われること

が望ましいものの，完全な自動運算は一般には難しく，運算にはしばしば人間の洞察を必要と

するためである．第二に，プログラム運算で得られたプログラムは，当初の仕様を満たしてい

るという意味で正しいプログラムであることが保証される必要がある．第三に，新たなプログ

ラム運算規則を追加できる必要がある．なぜなら全ての運算規則を網羅することは不可能だか

らである．最後に，プログラム運算の過程が保守しやすい形で保存され，文書化されることが

望ましい．

本研究の貢献は大きく 2つある．第一に，定理証明支援系 Coq [1] において，証明されたプ

ログラム運算規則のみを用いて安全にかつ対話的にプログラム運算を行えるシステムを簡単に

構築できることを示した．具体的には，等式による推論を自然に記述するための tacticおよび
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記法を Coqライブラリとして実装した．この tacticを用いた運算は，先述した，対話的な運

算を行うことができる，運算がプログラムの意味を保存する，拡張性が高い，ソースコードの

可読性が高い，などのよい性質を持つことを確認した．

システムとして Coqを選択した理由は，広く使われている定理証明支援系であり，tacticに

よる対話証明が強力であり，さらに Ltacで拡張することができるためである．当初から意図

していたわけではないが，型システムの表現力が非常に高いこと，記法を自由に再定義できる

こと，などの特徴もまた，運算を自然に記述することに役立つことが分かった．

第二に，tacticライブラリの効果を確認するために，プログラム運算の例として Birdによ

るプログラム運算のレクチャーノートである “An Introduction to the Theory of Lists” [3]

を取り上げ，我々のライブラリを用いて表現した．具体的には，関数を実装し，運算定理を証

明し，プログラム運算を関数間の等式として証明した．これにより，tacticライブラリがプロ

グラム運算をより読みやすく，自然に記述することに役立つことを確認した．

また，Coqの制限や，本研究の目的との関係で直接的に表現できないレクチャーノートの記

述を発見し，対処法について考察した．

1.4 本論文の構成

次章以降，本論文は以下のように構成される．2章では，Coqの諸概念と機能を用いるため

のコマンドについて述べる．3 章では，プログラム運算を Coq で表現する方針について論じ

る．4 章では，プログラム運算を記述するために我々が開発した tactic ライブラリを紹介す

る．5章では，tacticライブラリを用いて Coqで実際にプログラム運算を行った際に現れる諸

問題と，いくつかの解決策について論じる．最後に，6章で，まとめと今後の課題について述

べる．
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第 2章

Coqの概要

Coq [1] は INRIA (フランス国立情報学自動制御研究所) によって開発されている定理証

明支援系である．Coq は，表現力の高い型をもつラムダ計算である Calculus of Inductive

Constructionsと呼ばれる計算体系に基づいている [17] (以後，「項」は Coqの型システムに

より拡張されたラムダ項を指すものとする)．型や関数を自ら定義することにより，関数型プ

ログラミング言語として用いることができる． また，Curry-Howard対応により，命題に対

応づけられる型をもつ項を構成することにより，証明を構成することができる．Coq の型シ

ステムは依存型 [12] をもち，関数をはじめとした項をパラメータとして取る型を定義するこ

とにより，述語を表現することができる．さらに，それら述語を tacticと呼ばれる言語を用い

て対話的に証明することが可能である．本章では，定義の与え方，対話証明モードでの証明の

構成法など，本研究で重要と思われる諸概念と機能を呼び出すためのコマンドを簡単に説明す

る．詳細はリファレンスマニュアル [17]および教科書 [2]等を参照されたい．

2.1 宣言と定義

Coqは他のプログラミング言語と同じように，変数の宣言と定義をする機能を備えている．

宣言とは，識別子に対して型を割り当てることである．一方，定義とは，識別子に対して具

体的な項を割り当てることである．宣言と定義は，ともにそれが有効な範囲をもつ．それは

スコープとよばれる．スコープには，グローバルな (どこからでも参照できる) スコープと，

ローカルな (プログラムの一部からのみ参照できる) スコープがある．宣言や定義を与えるコ

マンドは複数あるが，宣言や定義のスコープが異なるものがある．Axiomコマンドはグローバ

ルな宣言を与える．一方，Variableや Hypothesisコマンドはローカルな宣言を与える．また，

Fixpointや Definitionコマンドはグローバルな定義を与える．一方，Letコマンドはローカル

な定義を与える*1．

*1 その他，グローバルな宣言を与えるコマンドとして Parameter および Conjecture があり，グローバルな
定義を与えるコマンドとして Exampleがある．
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2.2 セクション，型定義，記法定義

以下は Coqでのリストの定義である．

Section list.

Variable A : Type.

Inductive list : Type :=

| nil : list

| cons : A →list →list.

End list.

1行目の Sectionコマンドは，新しくセクションをつくる．セクションは，ローカルな定義

(宣言) のスコープとなる．セクションの中でなされたローカルな宣言 (定義) は，セクション

中の，その宣言 (定義) よりも後でのみ有効である．また，2行目の Variableコマンドは，そ

れを囲む最も内側のセクションでのみ有効な変数を宣言する．ここでは，Type型の変数 Aを

宣言している．Aが Type型をもつというのは，Aが型だという意味である．

3行目の Inductiveコマンドで，新たな型を定義する．ここでは listを Type型をもつ型*2と

して定義している．4 行目と 5 行目の “|” 以降が list の構成子で，それぞれ list 型をもつ nil，

A →list →list型をもつ consであると宣言している．

6行目の Endコマンドでセクションを終了する．セクションを終了すると，セクションの中

で宣言されたローカルなスコープをもつ変数を参照することができなくなる．それに伴い，セ

クションの中で定義されたグローバルな定義が，ローカルな宣言に依存している場合，その定

義はローカルな変数だったものを引数にとる関数となる．たとえば，listの定義はローカルな

変数 A : Typeに依存しているので，Endコマンドで listセクションを閉じた後では，listの型

は Type →Typeに，コンストラクタ nilの型は∀(A : Type), list Aに，それぞれ変化する．また，

グローバルな定義がローカルな定義に依存している場合，ローカルな定義はグローバルな定義

の中に展開される．

Coqでは，Notationコマンドなどのコマンドによって，新たな記法を導入することができ

る．以下は，listのコンストラクタである consを，中置演算子 “::” で表現できるようにするた

めの Infixコマンドの例である．

Infix ”::” :=

cons (at level 60, right associativity)

: list scope.

*2 Coqでは，型もまた型をもつ項である．
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2.3 関数定義

関数を定義するには，Fixpoint コマンドを用いる*3．以下は，2 つのリストを引数にとり，

それらを連結した新しいリストを返す関数 appを定義する例である．

Section app.

Variable A : Type.

Fixpoint app (x y : list A) {struct x} : list A :=

match x with

| nil ⇒y

| a :: x’ ⇒a :: (app x’ y)

end.

End app.

2 行目の Variable コマンドはローカルな宣言である．3 行目の app が関数名であり，それ

に続く x y : list A は 2 つの仮引数 x および y と，その型が list A である事を表す．また，

“{struct x} : list A”の部分が，xの構造が単調に減少することから再帰が停止すること，および

結果の型が list A型であることを表す．“:=”以降が関数の定義で，その中では，match構文に

よって，引数に関するパターンマッチを行っている．すなわち，この関数 appは，第 1引数 x

が nilの場合は yを返し，a :: x’の場合は aを再帰呼び出し app x yの結果の先頭に追加する関

数である．以上のように，Fixpointコマンドを用いて，再帰的な関数を定義することができる．

同様にして高階関数も定義できる．図 2.1に，高階関数 foldrおよび foldlの Coqでの定義を

示す．これは，それぞれ以下の foldr および foldl のように計算を行う．

foldr (⊕) e [a1, a2, . . . , an] = a1 ⊕ (a2 ⊕ · · · ⊕ (an ⊕ e))
foldl (⊕) e [a1, a2, . . . , an] = ((e ⊕ a1) ⊕ a2) ⊕ · · · ⊕ an

定義した関数は，Evalコマンドを用いて簡約することができる．

Eval compute in

((fun x : list nat ⇒x ++ x) (1 :: 2 :: 3 :: nil)).

= 1 :: 2 :: 3 :: 1 :: 2 :: 3 :: nil

: list nat

computeは，値呼びによって項を簡約するという指示を与える．最後の 2行が，Coqが出力す

る結果の項である．これにより，Coq の関数を計算に用いることができる．なお，上の例の

(fun x : list nat ⇒x ++ x)は，xを引数に取って x ++ xを返すラムダ項である．また，“++”

は appの中置演算子による表記である．

*3 Fixpoint コマンドは再帰関数を定義するためのコマンドである．再帰的でない関数を定義する場合，
Definitionコマンドを用いる．
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Section fold.

Variables A B : Type.

Fixpoint foldr (op : A →B →B) (e : B) (x : list A) : B :=

match x with

| nil ⇒e

| a :: x’ ⇒op a (foldr op e x’)

end.

Fixpoint foldl (op : B →A →B) (e : B) (x : list A) : B :=

match x with

| nil ⇒e

| a :: x’ ⇒foldl op (op e a) x’

end.

End fold.

図 2.1. foldrおよび foldlの定義

2.4 命題の表現

ここでは，命題を表現する方法について述べる．Coqにおいては，Curry-Howard対応 [16]

に基づいて，命題は型であり，証明は関数である．したがって，Coqで新たな推論規則を導入

するためには，推論規則を反映した新たな型を定義すればよい．また，公理を導入するには，

Axiomコマンドによってグローバルな宣言をすればよい．

Coqの型システムは，依存型を含んでいる．ある型が値を引数に取ってはじめて型になる関

数型として定義されているとき，その型を依存型 [12] であるという．たとえば，2つの項が同

一であるという命題 eqは，Coqでは依存型を用いて次のように定義されている．

Inductive

eq (A : Type) (x : A) : A →Prop :=

| refl equal : eq x x

eqは本来 A : Typeと x : A，さらに Aと 3つの引数を取り Prop*4に属する型を返す．しか

し，構成子 refl equalの型 eq x xは第 1引数は省略されている．このように省略される引数を

暗黙引数といい，Set Implicits Argumentsコマンドにより新たに定義する関数の引数が可能な

かぎり暗黙引数になる機能を用いている．標準ライブラリでは，eqのための記法が用意されて

おり，x = yは eq x yと同じ意味である．この表記を用いると，1 + 1 = 2は型であり，たとえ

ば refl equal 2がこの型をもつ．すなわち，refl equal 2は 1 + 1 = 2型をもつ．このことを，以

下の Definitionコマンドで確認することができる．

*4 Propは，Typeと同じく，型が属する型である．
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Definition oot : 1 + 1 = 2 := refl equal 2.

Definition コマンドは，Fixpoint コマンドと同様，グローバルな定義を与える．ここでは，

ootという識別子に，refl equal 2という定義を与え，それが 1 + 1 = 2型をもつことを確認し

ている．これにより，Prop 型に属する型 1 + 1 = 2 型をもつ項が構成されたので，すなわち

1 + 1 = 2が証明されたことになる．ootは定理名として用いることができる．

2.5 対話証明モードと tactic

前節で，我々は Definitionコマンドを用いて定義を与えることで証明を構成した．しかし，

tacticを用いた証明が，より容易で広く使われる．Theoremコマンド*5で証明すべき命題 (型)

を示すことで，tacticによる証明を行う状態 (対話証明モード) になる．

今までユーザーが入力するコマンドのみ示してきたが，Coqは対話的に出力を返す．対話証

明モードでは Coqからの出力をユーザーが確認することで，効率のよい証明が可能であるの

で，対話証明モードの出力を簡単に紹介する．

Coq < Set Implicit Arguments.

Coq < Require Import Plus.

Coq < Section tactic demo.

Coq < Theorem thm example : ∀l m n : nat, m = n →l + m = n + l.

1 subgoal

============================

∀l m n : nat, m = n →l + m = n + l

各行の Coq <の部分が Coqからのプロンプトであり，以降ピリオドまでがユーザーが入力し

たコマンドである．4行目では，「任意の自然数 l, m, nについて，m = nならば，l + m = n + l

である」を証明すべき定理 thm example として Theorem コマンドを呼び出した．Coq は

∀l m n : nat, m = n →l + m = n + lを現在のゴールとして， ユーザーに tacticの入力を要求

する．ユーザーは tacticによって，現在の前提からどのように証明を構成するかを指示する．

対話証明モードでは，証明すべき命題すなわち型がゴールとして示され，また現在のローカル

なスコープに含まれる宣言および定義が前提として列挙される．

thm example < intros.

1 subgoal

*5 Definitionコマンドで型のみを示し定義を示さないことで，Theoremコマンドと同じ効果をもつ．
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l : nat

m : nat

n : nat

H : m = n

============================

l + m = n + l

二重線の上側が現在の前提 (宣言および定義) を表し，下側が現在のサブゴール (ゴールを証明

するために現在証明する必要がある命題を指す．複数ある場合もある) を表す． intros tactic

によって，関数型だったゴールの，引数の型がすべて前提に移動したことがわかる．

thm example < rewrite H.

1 subgoal

l : nat

m : nat

n : nat

H : m = n

============================

l + n = n + l

rewrite tactic は，等式の証明を用いてゴールの一部を書き換える tactic である．この場合，

rewriteの引数 Hは m = nという等式の証明であり，ゴールの mが nに変化したことがわかる．

thm example < apply plus comm.

Proof completed.

thm example < Qed.

intros.

rewrite H in ⊢∗.
apply plus comm.

thm example is defined

Coq < End tactic demo.

apply tacticは，定理を適用することによって証明をする，という指示を与える tacticである．

もし定理に前提があれば，その前提を次のゴールとして証明する必要があるが，この場合用

いた定理 plus comm には前提は必要ないので，これで証明は完了した．なお，plus comm は，

自然数の加算の交換法則を表す定理で，Require Importコマンドで読み込んだものを用いた．
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証明が完了した状態で Qed コマンド*6を入力すると，対話証明モードで構成された証明が，

thm exampleの定義として環境に登録される．

その他，本論文に関係のある tacticとして，eqの構成子である refl equalを用いて等式を証

明する reflexivity，不完全な項を与えて推論されない部分を次のサブゴールとする refineなどが

ある．

また，Coqは，Ltacという，tacticをどのような順番で呼び出すかプログラムすることの

できる言語を備えている．tacticの逐次適用，前提およびゴールの型による条件分岐，tactic

が失敗した場合のバックトラックや例外処理など，基本的な tacticから複雑な tacticを構成

するための機能が備わっている．

2.6 他言語システムとの連携

Extractionコマンドによって，Coqの項を他の言語の項として出力することができる．これ

により，Coqで性質が証明された項 (プログラム) を，他言語の処理系で高速に実行すること

が可能である．また，Coqの項を，Coqでは表現できないあるいは簡約できない項*7と共に計

算に用いることも可能である．

現在，対応している言語はOCaml, Haskell, Schemeである．たとえば，関数 appをHaskell

言語で出力したい場合，以下のようなコマンドを入力すればよい．

Extraction Language Haskell.

Extraction ”app.hs” app.

これにより，以下の内容をもつファイル App.hsが出力される．

module App where

import qualified Prelude

data List a = Nil

| Cons a (List a)

app :: (List a1) -> (List a1) -> List a1

app l m =

case l of

Nil -> m

Cons a l1 -> Cons a (app l1 m)

*6 ゴールの型が Typeに属する場合は，簡約の際に定義が展開されるDefinedコマンドを用いる方がよい．
*7 Fixpoint コマンドで停止しない再帰関数を定義することはできない．また，CoFixpoint コマンドで定義さ
れた関数は簡約されない．
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以上のように，関数 appおよび必要な定義 Listが出力されていることがわかる．
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第 3章

Coqにおけるプログラム運算の表現

本章では，Coq でプログラム運算を表現する方針について論じる．プログラム運算に限ら

ず，Coqの表現力を活用してプログラミング言語を様々な方法で表現できることが知られてい

る [5]．そこで，プログラム運算のためにはどのような表現を用いることができ，それぞれど

のような利点や欠点があるかを論じる．

3.1 運算対象の構文領域と意味領域

まず，運算対象のプログラムをどのように表現するかについて論じる．一般に，プログラミ

ング言語は，対象となる集合 (構文領域) のうち，意味領域と呼ばれる集合と対応づけられて

いる元からなる部分集合である．Coqでプログラム運算を扱う際に，構文領域のみを扱い，運

算定理として抽象構文木同士の関係のみを述語で与えるという方法も考えられる．しかしこの

表現は，述語の定義に間違いがあっても確認する術がなく，安全なプログラム運算を行うとい

う研究の目的から外れるので，本研究では扱わない．本研究の目的を鑑みると，Coqの表現力

を活用して，意味領域を考慮するのが望ましい．そこで，まず構文領域と意味領域を設定する

必要がある．

第一の方法は，Coqの関数を運算対象として扱うことである．この場合，構文領域は，Coq

のすべての項であり，意味領域は，Coqでの項の意味であるといえる．この方法は，様々な利

点をもつ．たとえば，標準ライブラリに含まれている関数など，既存の関数を利用できる．ま

た，関数そのものが意味であるため，引数を与えて Evalコマンドで簡約したり，Extractionコ

マンドによって他言語での計算に用いることもできる．また単一化の際に項が簡約されること

は，後述の述語 eqを証明することを容易にする．

本研究では，以上のメリットを重視し，本論文の 5章で扱う応用を，すべてこの方法によっ

て記述した．この方法では，プログラムの型はたとえば∀A, list A →natのように，項をとって

項を返す関数型となる．

ただし，この方法は，Coqの関数に関する制限が強いという欠点をもつ．すなわち，関数は

すべて，全域関数かつ停止する関数として記述しなければならない．この制限がプログラムの

意味領域に対して強すぎる場合，他の方法をとる必要がある．
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第二の方法は，構文領域を抽象構文木からなるデータ型として定義し，また意味領域を Coq

の関数とする方法である．これは対象とする言語を Coqに埋め込む方法である．前述の Coq

の関数のメリットを享受しつつ，対象言語を自由に設定することができるメリットがある．

第三の方法は，構文領域，意味領域ともにデータ型として定義する方法である．この方法

は，意味領域で Coqの関数の制限にとらわれないというメリットがある．

第二の方法と第三の方法では，構文領域と意味領域の関係を与える必要がある．これには意

味関数を与える方法と述語を与える方法がある．

意味関数を与える方法とは，構文木を引数にとって意味を返す Coqの関数を定義する方法

で，プログラムの型をあらかじめ設定したデータ型 (たとえば Prog) とすると，第二の方法で

は，∀(p : Prog), typeDenote p のような型をもつ意味関数を与えることになろう．(Coqの項は

すべて型をもつので，意味領域の型を計算する関数 typeDenoteを与える必要がある．) 第三の

方法では，意味領域の型をたとえば Semとすると Prog →Sem型の関数を与えることになるで

あろう．

一方，述語を与える方法とは，あるプログラムがある意味をもつ，という関係を Inductive

コマンドで帰納的な述語として与える方法である．この方法では，必ずしもプログラ

ムが意味をもつことが保証されないため，それを証明する必要がある．第三の方法で

は，Prog →Sem →Prop のような型をもつ述語 (たとえば interpret とする) を定義して，

∀prog : Prog, exists sem : Sem, interpret prog sem のような interpret に関する定理を証明して

いく必要があろう．

3.2 運算定理の表現

次に，運算定理を表現する方針について論じる．最も単純な方法は，運算定理を Coqの項

同士の等しさを表す述語 eq*1として表現する方法である．eq は，2 章で紹介したように実装

されており，簡約で等しくなる項同士の等しさは型検査の際に自動的に確かめられる．eqは，

Leibniz equalityと同値であることが知られている [17].

ひとたび定理が等式として証明されれば，対話証明モードで等式の左辺 (右辺) がゴールの

任意の場所に現れた際に rewrite tactic でそれを等式の右辺 (左辺) と置き換えることができ

る．一般に，関数型プログラミング言語によるプログラムは，一般に小さな関数を合成するこ

とで構成されることが多いが，小さな関数同士の等価性を多数証明しておくことで，より大き

な関数の一部を書き換えることが可能になる．

この eqの問題として，外延的に等価な関数同士が等しいことが示せないという問題がある．

たとえば，A →B型の関数 fと gについて，等式 f = gは fと gが構文上等しい関数でなけれ

ば示すことはできない．(引数を与えれば B型の項同士を比較することはできる．) この問題

を解決するには，後述の同値関係を用いるか，関数の外延的等価性の公理を導入する必要が

*1 Coq の標準ライブラリには，同じとは限らない型をもつ項同士の等価性を表す述語 JMeq が用意されている
が，本論文では扱わない．
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ある．

関数の外延的等価性とは，定義域および値域が等しい 2つの関数同士の関係で，それぞれが

定義域全域で同じ値を返す関係のことである．外延的等価性の公理とは，外延的に等価な関数

同士は等しいという公理である．Coqでは標準ライブラリの Coq.Logic.FunctionalExtensionality

モジュールに以下の型をもつ公理 functional extensionality depとして宣言されており，Require

コマンドで読み込むことができる．

Axiom functional extensionality dep : ∀{A} {B : A →Type},
∀(f g : ∀x : A, B x),

(∀ x, f x = g x) →f = g.

値域が入力によらず決まっている関数に対しては，この公理から導かれる定理

functional extensionalityが有用である．

Lemma functional extensionality {A B} (f g : A →B) :

(∀ x, f x = g x) →f = g.

この公理によって，∀x : A, f x = g xが証明されればただちに f = gを証明することができる．

一般的に公理を導入する欠点として，公理は単独で矛盾を生じることがなくても，複数の公

理の組み合わせから矛盾を生じる場合があるので，現在どの公理が宣言されているかに留意す

る必要がある．

運算定理を表現するもう一つの方法は，関数の型を同値関係を伴なう型であるとみて関数同

士は同値である，という述語によって二項関係を表現する方法である．たとえば，A →B型の

関数 fおよび gについて，「任意の A型の入力 aについて，fと gは同じ値を返す」という命題

∀x : A, f x = g xという関係を fおよび gについて一般化すると，以下のように A →B上の二

項関係になる．ここで，relation (A →B)は (A →B) →(A →B) →Propを表し，A →B上の二項

関係がこの型をもつ．

Section ext eq.

Variable A B : Type.

Definition extensionally eq : relation (A →B) :=

fun f g : A →B ⇒∀x : A, f x = g x.

End ext eq.

この関係が反射的，対称的，推移的であることは容易に証明でき，二項関係 eqtensionally eqは

同値関係である．

Coqでは，その上に同値関係が定義された型を Add Parametric Relationコマンドによって登

録すると reflexivityや rewriteなどの tacticが拡張される機能が備わっており，ゴールが特定の

型の場合に用いることができる．

eqは同値関係の特別な例であるため，同値関係を用いる方法がより一般的であるが，この方
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法には rewriteによる書き換えが eqと比べて制限されるという欠点がある．

運算定理の表現に，上記 2つのいずれを用いたとしても運算定理の適用に前提が必要な場合

がある．たとえば，A →B型をもつ関数 fと gは，述語 P : A →Propを満たすような a : Aにつ

いて全て同じ値を返す，という類の定理が考えられる．この定理は，∀a : A, P a →f a = g aと

表現できる．この運算定理を用いてプログラムの書き換えを行うためには，P aの証明を構成

しなければ ならない．このような前提を持つ運算定理は，前提のない運算定理のように直接

書き換えに用いることはできないが，運算定理の適用条件を考慮に入れた運算が可能である．

3.3 運算の表現

続いて，運算を表現する方法について論じる．

基本的には，運算定理が eq型で定義されていれば eqで，一方同値関係で定義されているな

らば同値関係で表現すればよい．これにより，プログラム運算自体が定理となり，信頼できる

上に，より複雑な定理の証明に用いることができる．

また，別の方法として，運算でどのようなプログラムが結果として現れるか分からない場合

に，sigを用いることができる．sigとは，subset typeと呼ばれ，以下のように定義される型

である．

Inductive sig (A : Type) (P : A →Prop) : Type :=

exist : ∀x : A, P x →sig P.

適切な A および P について，sig P 型は，直観的には「述語 P をみたす A 型の項が存在す

る」という命題を表す*2．この sig 型に関して糖衣構文が用意されており，{x : A | P x} は

sig (fun x : A ⇒P x)と同じ意味である．これを用いて，たとえば {g : A →B | f = g}によって

「関数 fと等しい関数 gが存在する」という命題を表現することができる．構成子 existに gと

して何か関数を与え (witnessと呼ばれる)，fとその関数が等しいことの証明を与えることで

その型をもつ項が構成される．この型の witnessは，運算対象プログラムが Coqの関数その

ものの場合，すでに定義された関数と同様に Evalコマンドや Extractionコマンドによって計

算に用いることができる．

*2 「命題」には Prop に属する型である，という含意がある場合があるが，ここでは便宜上の言い方である．
sig Pは Setに属する型であるが Propに属する型ではない．
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第 4章

プログラム運算記述のための tacticラ
イブラリ

2 章で述べた通り，tactic は対話的に証明を構成するための言語であり，Ltac によって拡

張することができる．本章では，プログラム運算を自然に記述するために，我々が開発した

tacticライブラリについて紹介する．我々がプログラム運算支援システムとして意図した性質

を述べ，また重要な tacticについて述べる．各 tacticの詳細は，我々のテクニカルレポート

[18] を参照されたい．なお，本 tactic ライブラリおよび 5章の応用は，我々のプロジェクト

ページ (https://traclifo.univ-orleans.fr/SDPP/) から，上記テクニカルレポートのライブラ

リ (Library “Program Calculation in Coq”) として入手可能である．

4.1 Coqによるプログラム運算支援の方針

1章で述べた通り，我々は対話的に安全な運算ができる，拡張性の高いプログラム運算支援

システムを意図して開発を行った．

Coq はプログラム運算を支援するための多くの機能を備えている．ユーザーは対話的に証

明を行うことができ，依存型によって仕様，および運算定理を表現することができる．また，

等式を用いてゴールの一部を書き換える効果をもつ rewrite tacticは式の操作に役立つ．しか

し，実用上，Coqでプログラム運算を行にはいくつかの問題点がある．ひとつは，Coqは，あ

る実装が仕様を満たしているという方向の証明を行う tacticは豊富だが，仕様からよりよい実

装を導出するという方向の tacticは乏しい．もうひとつは，tacticで書かれた証明は読みづら

く，保守しづらい．たとえば，標準ライブラリの以下の単純な定理 appAssocの証明は Coqの

知識無しには読みやすいものではない．

Lemma appAssoc:

∀(A: Type) (l m n: list A),

(l ++ m) ++ n = l ++ (m ++ n)

Proof.

intros. induction l.
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simpl in ⊢∗; auto.

change (a : (l ++ m) ++ n = a : l ++ m ++ n)

in ⊢∗.
rewrite ←IHI; auto.

Qed.

本研究では，Coqの利点を活用しながら，その欠点を補うことを意図して支援システムを開

発した．

4.2 等式推論記述のための tacticライブラリの機能

前節の課題を解決するために，我々は，Coqでのプログラム運算を支援するための tacticラ

イブラリである CalculationalFormProofライブラリを開発した．このライブラリの主な構成

要素を以下順を追って説明する．

4.2.1 運算状態の保持

CalculationalFormProofライブラリでは，以下のような状態を表す型 state および stateを

パラメータに取る型 memoを用いて，現在の運算のフォーカスを表現することができる．

Inductive state : Prop :=

RHS : state

| LHS : state

| BOTH SIDE : state

| ADHOC : ∀s:string, state.

Inductive memo (s: state) : Prop :=

mem : memo s.

たとえば，現在等式がゴールで，その左辺を書き換えていることを表現したい場合には前提に

memo LHS型を持つ項を，右辺を書き換えていることを表現したい場合には前提に memo RHS

型を持つ項を追加できればよい．これは，以下の tacticで簡単に実現できる．

pose (mem : memo RHS)

前提に追加する項の型が重要な理由は，Ltacは前提に存在する項の型によって条件分岐を行

うことができるためである．この性質をより有効に活用するために，我々は LHS tと RHS tの

2つの tacticを用意した．LHS tは，tactic tを引数にとり，現在の前提に memo LHS型の項

を追加してから t を実行する．RHS t も同様である．ただし，両者とも，既に前提に memo s

型の項がある場合，それを消去してから追加を行う．これら tacticは，次小節の tacticと組み

合わせて使うことを意図しており，左辺および右辺の書き換えが始まるタイミングが，ソース
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コードから明確に分かるようになる．

4.2.2 等式変形による推論

次に，我々は，簡潔に等式変形が記述できるように次の tacticを用意した．

={ t }
e

ただし，tおよび eは引数となる tacticおよび項である．この tacticは，前提に memo LHS型

の項がある場合，以下の Ltacとして解釈される．

match goal with

[⊢ ?lhs = ?rhs] ⇒
let h := fresh ”rewriting” in

assert (h : lhs = e) by

(t; reflexivity); rewrite h

end

Ltac の match 構文は，前提とゴールの型によって適用する tactic を変えることのできる

tacticである．全体として，「ゴールが等式のときに，その左辺で変数 lhsを束縛し，tactic t

を実行することによって lhs = e を証明し hとし，rewrite hによってゴールを書き換える」と

いう意味になる．この tactic を連ねて記述することで，等式変形のように運算を記述するこ

とができる．例として，前述の定理 appAssocをこの tacticを用いて証明したものを図 4.1に

示す．

4.2.3 tactic名の別表記

先述の={ t } e tacticの tとしては任意の tacticを使うことができるが，その際の記述をよ

り読みやすくするため，我々は既存の tacticにいくつかの別の表記を与えた．by defは定義を

展開する tacticである unfoldの別名である．patは左辺または右辺のどの部分式を書き換える

かを指定する tacticであり，refine tacticを用いて実現されている．さらに，等式の証明を終

了する際には， reflexivityの別表記として， “[]” が使えるようにした．

4.2.4 Subset Typeの除去

3 章で議論したように，運算の結果が分かっていない場合には，sig 型が有用である．た

とえば，ある関数 f : A →B を運算によって書き換えていきたい場合，証明すべき定理の型

を {g : A →B | f = g} とすればよい．ただしこの場合，ゴールが等式ではないので，先述の

={ t } e tacticで書きかえることはできない。そこで次の定理 sig elimのように，ゴールを等

式にすることで，左辺のみを等式変形できる tacticを導入した．以下の Begin tacticがそれで
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Lemma appAssoc:

∀(A: Type) (l m n: list A),

(l ++ m) ++ n = l ++ (m ++ n).

Proof.

Begin.

induction l.

check ((nil ++ m) ++ n = nil ++ m ++ n) is GOAL.

LHS

= { by def app }
(m ++ n).

= { by def app }
RHS.

[].

check (((a :: l) ++ m) ++ n =

(a :: l) ++ m ++ n) is GOAL.

LHS

= { by def app }
((a :: (l ++ m)) ++ n).

= { by def app }
(a :: ((l ++ m) ++ n)).

= { rewrite IHl }
(a :: (l ++ (m ++ n))).

= { by def app }
RHS.

[].

Qed.

図 4.1. CalculationalFormProofライブラリによるappAssocの証明

ある．

Definition sig elim :

{n : nat | 1 + 1 + 1 = n}.
Begin.

LHS

={ by def plus }
(2 + 1).

={ by def plus }
3.

[].
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Begin tactic は econstructor tactic を用いてゴールの右辺に対応する変数を用意する．それ以

降はゴールが等式の場合と同様に等式変形を記述することができ，望ましいものが得られた

ら， “[]” によって証明を完了させることができる．

4.3 tacticライブラリと自動証明 tacticとの併用

本節では，前節の tacticライブラリと自動証明 tacticとの組み合わせについて述べる．前

節で紹介したとおり，={ t } e tacticの第 1引数 tは，現在のゴールの左辺 (右辺)が eと等し

いことを証明するために使われる．この tとして，複雑な定理が自動的に証明できる tacticを

用いることで，人間が理解しやすい範囲で運算の 1ステップを大きくすることができるため，

より運算が読みやすくなることが期待できる．

4.3.1 ringおよび field

ring および field は，環および体の性質を用いて自動的に証明を構成する tactic である．環

および体を新たに登録することで，交換法則，分配法則などを用いて自動的に証明を行う．た

とえば，自然数が加算および乗算について環になっていることが証明され，登録されていると

する．このとき，以下のように m ∗ n + mを (n + 1) ∗ mに書き換えることが可能である．こ

れは，両者が等しいことが ringによって自動的に証明されるためである．

Section calc ring.

Variables n m l : nat.

Theorem ring example : {n’ : nat | m ∗ n + m = n’}.
Begin.

LHS

={ ring }
((n + 1) ∗ m).

[].

Qed.

End calc ring.

ringおよび fieldは Coqの標準ライブラリに含まれるが，より一般的には，proof by reflec-

tion [2, 5]と呼ばれる手法により，ゴールの構造を反映した証明が Ltacで自動的に構成でき

ることが知られており，運算に有用であると考えられる．

4.3.2 autorewrite

autorewrite は，rewrite タクティックと同様のゴールの書き換えを，繰り返し自動的に行う

tacticである．複数の Hint Rewriteを含む HintDB (tacticから参照するための tacticの集ま

り) が与えられたときに，ゴールから等式の左辺に該当するパターンを発見し，等式の右辺に
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書き換えることをパターンが発見できなくなるまで行う*1．

使い方の例を述べる．関数合成で記述された関数を運算の対象にする場合，関数合成の結合

性を使って結合の順序を変更したり，恒等関数 idを関数合成したい，あるいは関数合成の単位

元として除去したい場合がある．これを便利にするために，以下のように，Hint Rewriteを用

いて関数合成の結合性を表す compose assocと，恒等関数 idを左および右に合成しても関数は

もとの関数と等しいことを表す compose id leftおよび compose id rightを，program calculation

と名づけられた HintDBに登録しておく．また，autorewriteを短い記述で呼び出せるように，

program simplifyで autorewrite with program calculationを呼び出すものとする．

Require Import Program.

Hint Rewrite ←compose assoc : program calculation.

Hint Rewrite compose id left : program calculation.

Hint Rewrite compose id right : program calculation.

Ltac program simplify := autorewrite with program calculation.

すると，以下のように，program simplifyで，id :o: (h :o: g) :o: fを h :o: (g :o: f) :o: idに書き換

えることができる*2．これは，autorewriteにより，両者が等しいものに書き換えられるためで

ある．

Section autorewrite example.

Variables A B C D : Type.

Variables (f : A →B) (g : B →C) (h : C →D).

Theorem autorewrite test : {f’ : A →D | id :o: (h :o: g) :o: f = f’}.
Begin.

LHS

={ program simplify }
(h :o: (g :o: f) :o: id).

[].

Qed.

*1 等式を H とするとき，Hint Rewrite H で HintDB に追加した場合は左辺を右辺に書き換えるが，
Hint Rewrite ←Hで HintDBに追加した場合は右辺を左辺に書き換える．

*2 図 5.1 中の記号:o:は，関数合成演算子を表す．標準ライブラリの Coq.Program.Syntax モジュールには別
の表記が用意されているが，本論文では可読性のため独自の記法を導入した．
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第 5章

Coqによるプログラム運算の実際

An Introduction to the Theory of Lists [3] (以下 Theory of Listsと呼ぶ．)は Birdによ

るプログラム運算のレクチャーノートであり，プログラム運算の基本的なアイデアを平易に解

説したものである．我々は，前章で紹介した taticライブラリで運算が自然に記述できること

を確認するために，このレクチャーノートに現れる定義を Coqで実装し，定理を証明し，そし

て運算が証明としてレクチャーノートに近い形で表現できることを確かめた．そのコードは，

およそ 4000行である．

Theory of Listsを実装する中で，その定義や証明を自然に表現できない概念があり，いく

つかの工夫が必要になった．まず，部分関数を Coqの全域関数として表現する必要があった．

また，リストを consリストで実装しながら snocリストや joinリストとみなせるような仕組

みが必要になった．また，reduce のように，引数となる関数に制約をもつ高階関数を表現する

必要があった．本章の以下では，Coqでの表現が自明ではないいくつかの概念について述べ，

表現する方法について論じる．

5.1 Theory of Listsの概要

Theory of Listsでは，リストを走査する関数に関する定理と，それを用いた効率の良いプ

ログラムの導出が示されている．このレクチャーノートの特徴的な点は，リスト走査の典型的

なパターンが高階関数として抽出され，高階関数に対して簡潔な記法が紹介されていることで

ある．これら高階関数に対して成り立つ運算定理を用意することにより，運算が非常に読みや

すく，理解しやすいものになっている．

Theory of Listsでは，リスト上の高階関数の代表的なものとして，たとえば以下のものが

定義され利用されている．“∗” は map を表し，関数を第 1引数にとり第 2引数のリストの各

要素に適用した新たなリストを返す．

f∗ [a1, a2, . . . , an] = [f a1, f a2, . . . , f an] (5.1)

“/”は reduce を表し，結合的な二項演算を第 1引数にとり第 2引数のリストの各要素間に
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演算を挟みこんだ結果を返す．

⊕/ [a1, a2, . . . , an] = a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (5.2)

reduce の第 2引数のリストが空リストである場合の定義がいくつか考えられる．これについ

ては本章の後半で論じる．

“▹”は filter を表し，true または false を返す述語を第 1引数にとり，第 2引数のリストの

要素のうち，述語が true を返す要素のみからなるリストを返す．Coqでは，以下のように定

義できる．

Section filter.

Variable A : Type.

Fixpoint filter (f : A →bool) (x : list A) : list A :=

match x with

| nil ⇒nil

| a :: x’ ⇒if f a then a :: filter f x’ else filter f x’

end.

End filter.

Theory of Listsでは，このような高階関数を用いて，リスト上のさまざまな関数が定義でき

ること，高階関数同士の等価性を表す定理が知られていること，それらの定理を用いてプログ

ラム運算を行うことで効率化が図れることなどが紹介されている．

我々は，実際に Theory of Lists の関数を定義し，また，Bird の記法を参考に記法を定

義した．その上で 4 章の tactic ライブラリを用いてプログラム運算を行った．図 5.1 に，

CalculationalFormProofライブラリを用いてプログラム運算を記述した例を示す．なお，比

較のために，Birdの記法に基づいた証明も併記する． 図 5.1から見てとれるように，証明を

等式変形のように記述することができている．

5.2 部分関数の扱い

Coqでは，関数は証明の整合性を保つため，全ての関数は全域で，計算が停止しなければな

らない．したがって，部分関数を定義することはできない．しかし，プログラミングをする上

で，部分関数を扱いたくなる場合は多い．たとえば，リストを取り，その先頭を返すような関

数は，リストが空の場合に定義されないので，部分関数である．このような関数を，全域関数

で表現する必要がある．Coqで部分関数を表現する方法はいくつか考えられるが，それについ

て論じる．

第一に，関数の引数を 1つ増やす方法が考えられる．具体的には，その引数の型を値域の型

とし，もし部分関数が未定義の場合は，その引数に渡された値を標準の値として出力とする．

この方針に従うと，先述のリストの先頭を返す関数は，以下のように表現できる．

Section head.



5.2 部分関数の扱い 25

Theorem filter_promotion :

p <| :o: @concat A

= @concat A :o: p <| *.

Proof.

LHS

={ rewrite (filter_mapreduce) }

(++ / :o: f * :o: @concat A).

={ rewrite map_promotion }

(++ /:o: @concat (list A) :o: f* *).

={ rewrite comp_assoc }

((++ /:o: @concat (list A)) :o: f* *).

={ rewrite reduce_promotion }

(++ / :o: (++ /)* :o: f* *).

={ rewrite concat_reduce }

(@concat A :o: (++ /)* :o: f* *).

={ rewrite map_distr_comp }

(@concat A :o: (++ / :o: f *) *).

={ rewrite filter_mapreduce }

(@concat A :o: (p <|) *).

[].

Qed.

Theorem (filter promotion).

p▹ ◦ concat = concat ◦ (p▹)∗

Proof.

LHS

= { p▹ = ++/ ◦ f∗ }
++/ ◦ f∗ ◦ concat

= { map-promotion law }
++/ ◦ concat ◦ f∗∗

= { associativity of ◦ }
(++/ ◦ concat) ◦ f∗∗

= { reduce-promotion law }
++/ ◦ (++/)∗ ◦ f∗∗

= { concat = ++/ }
concat ◦ (++/)∗ ◦ f∗∗

= { map distributes over ◦ }
concat ◦ (++/ ◦ f∗)∗

= { p▹ = ++/ ◦ f∗ }
concat ◦ (p▹)∗

2

ただし f a = (p a) ? [a] : []

図 5.1. 運算の例．(左) CalculationalFormProof ライブラリによるもの，(右) Bird の記法に

よるもの．

Variable A : Type.

Fixpoint head (d : A) (x : list A) : A :=

match x with

| nil ⇒d

| a :: x’ ⇒a

end.

End head.

ここでは，dを標準の値として，入力として本来未定義の nilの場合は dを出力としている．な

お，この定義は，標準ライブラリの hdと同じものである．

この方法の利点は，部分関数に標準の値を与えた*1したものを全域関数と同様に扱うことが

できることである．head を例にとると，A 型の項 a について，head a の型は list A →A にな

り，他のリスト上の関数と同様の型をもつ．これにより，関数同士の合成は容易になる．

一方，この方法の欠点は，運算定理が複雑になりがちなことである．たとえば，「リストの

先頭に要素を追加してから先頭を取ると，それは追加した要素になる」という定理を表現する

ことを考える．もし headが全域関数であれば，以下の型で表現できるであろう．

*1 カリー化された関数には，引数のすべてを与えるするだけでなく一部の引数のみ渡すことができる．一部の引
数のみ渡すことを部分適用という．
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Theorem head cons :

∀(a : A) (x : list A), head (cons a x) = a.

しかし，headは部分関数なので，以下のように引数として標準の値を取らねばならない．

Theorem head cons :

∀(a d : A) (x : list A), head d (cons a x) = a.

このように，得られた定理は標準の値 dに関して一般化されており，定理の意味を理解しづら

くなっている．

第二に，戻り値の型が Aのときに，それを option A型にする方法が考えられる．option型と

は，A型の値をもつ構成子 Someと，値をもたない構成子 Noneから構成される型であり，以

下のように定義されている．

Inductive option (A : Type) : Type :=

| Some : A →option A

| None : option A

これを用いて，先の関数は以下のように表現できる．

Definition head option (x : list A) : option A :=

match x with

| nil ⇒None

| a :: x’ ⇒Some a

end.

option型によって，パターンマッチに失敗したという「例外」*2を表現する手法は Coqに限ら

ず関数型言語でしばしば使われる手法である．この方法の利点は，関数が Noneを返したとき

に，パターンマッチが失敗したことが分かる点である．第一の方法では，標準の値が返って

くるので，パターンマッチに失敗したのか，または成功して関数が標準の値と同じ値を返し

たのかどうかが区別できない場合がある．一方，この方法の欠点として，option型を返す関数

と返さない関数が混在している際に option型を返さない関数を option型を返す関数に変換す

る*3必要があり，この変換に関する新たな運算定理が必要になるため，運算が冗長になると考

えられる．なお，head optionの定義は標準ライブラリの headと同じ定義である．

第三に，関数の引数に続いて，引数に関する述語の証明を引数にとる方法が考えられる．こ

の方法では，先の関数は以下のように表現できる．

*2 一般に，プログラミング言語での例外は，∀A : Type, A型をもつが，このような型は Coqでは矛盾を導くた
め，宣言されるべきではない．ここでは便宜上の言い方である．

*3 この変換は，リフトと呼ばれる．
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Definition head premise (x : list A) : x <> nil →A :=

match x return x <> nil →A with

| nil ⇒fun prf ⇒match prf (refl equal nil) with end

| a :: x’ ⇒fun ⇒a

end.

ここでは，引数であるリスト x に加えて，「x は nil と等しくない」を表す x <> nil を引数に

取っている．そして，xについてパターンマッチを行い，xが nilのとき，x <> nilを用いて矛

盾を導き*4，A型の項を返す関数を記述している． この方法で部分関数を実装すると，関数同

士を関数合成によって自在に結合することができなくなってしまうため，関数の一部を運算定

理によって書き変えていく，という目的にはそぐわないといえる．

第四に，関数の定義域を表現した新たな型を定義することが考えられる．この方法では，先

の関数は新たに定義する型 list1を用いて以下のように表現できる．

Section list1.

Variable A : Type.

Inductive list1 : Type :=

| single1 : A →list1

| cons1 : A →list1 →list1.

Definition head on list1 (x : list1) :=

match x with

| single1 a ⇒a

| cons1 a x’ ⇒a

end.

End list1.

この方法を採用すると，関数の定義域に応じて型を定義する必要があるため，第三の方法と同

じく，関数合成が自由にできなくなってしまうと考えられる．

プログラム運算でプログラムを書き換えて他のプログラムに変換する，という目的から，部

分関数を全域関数で表現する方法は，統一するのが望ましい．我々は，第一の方法，すなわち

部分関数に 1つ引数を追加する方法の多くの利点を重視し，これを採用した．

5.3 データ型の異なる見方の利用

我々は Theory of Listsにおいてリストの様々な見方が現れることに注目した．

我々はリストの定義として，2章で示した，nilまたは consで構成される項であるという定

義を用いた．この定義は，リストは，空リストの先頭に要素を 1つずつ追加していったもので

*4 x <> nil は (x = nil) →False を表す．False は構成子を持たない型で矛盾を表現し，ここでは
prf (refl equal nil)の型が Falseになる．
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あるという見方を反映している．(以下，この定義を consリストと呼ぶ．) しかし，リストの

見方には他にもいくつかの方法がある．たとえば snocリストは，リストの空リストの末尾に

要素を 1つずつ追加していったものであるという見方である．また joinリストは，リストが

空リストであるか，要素が 1つだけのリストであるか，2つのリストを連結したものである，

という見方である．

我々は，リストの実装を consリストとしつつ，これらの見方を活用する方法について考察

した．その理由は，関数同士の合成しやすさという観点からは，リストの実装が 1種類である

方が都合がよく，一方で，関数の定義や帰納法を用いた証明の記述において，リストを cons

リストではなく，snocリストや joinリストであると考えた方が自然であるような場合が多々

あるからである．実際，Theory of Listsでは，consリスト上の帰納法，snocリスト上の帰納

法，joinリスト上の帰納法を用いた証明が全て現れている．

これら snocリストおよび joinリストは，Coqで以下の型として定義することができる．

Section snoc.

Variable A : Type.

Inductive slist : Type :=

| snil : slist

| snoc : slist →A →slist.

End snoc.

Section join.

Variable A : Type.

Inductive jlist : Type :=

| jnil : jlist

| jsingleton : A →jlist

| jappend : jlist →jlist →jlist.

End join.

ただし，このような型を定義してしまうと list上の関数，slist上の関数，jlistリスト上の関数が

混在し，関数同士の結合が難しくなってしまう．そこで，我々はリストを snocリストや join

リストとして定義した際に定義される帰納法を，consリストで表現し，定理として証明した．

また，snocリストや joinリスト上の定義を反映した定理を証明した．

まず帰納法の原理について述べる．2 章で Inductive コマンドを用いて list を定義したが，

Coqではその際に list 型に関する帰納法の原理が自動的に定義される．その項は list indと名

づけられ，以下の型をもつ．

list ind :

∀(A : Type) (P : list A →Prop),

P nil →
(∀ (a : A) (l : list A),

P l →P (a :: l)) →
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Section foldl snoc.

Variables A B : Type.

Fixpoint foldl snoc (op : B →A →B) (e : B) (x : slist A) : B :=

match x with

| snil ⇒e

| snoc x’ a ⇒op (foldl snoc op e x’) a

end.

図 5.2. snocを利用した foldlの定義

foldl rev char : ∀(A B : Type) (op : B →A →B) (e : B) (f : list A →B),

f nil = e →
(∀ (a : A) (x : list A), f (x ++ [a]) = op (f x) a) →
f = foldl op e

図 5.3. foldl rev charの型

∀l : list A, P l

同様に先ほどの slist 型および jlist 型を定義した場合にも帰納法の原理が定義されるはずであ

る．その代わりに，我々はその帰納法の原理を cons リストで表現し，定理として利用した．

ここにそれぞれの型を示す．

rev ind :

∀(A : Type) (P : list A →Prop),

P nil →
(∀ (x : A) (l : list A),

P l →P (l ++ [x])) →
∀l : list A, P l

join induction :

∀(A : Type) (p : list A →Prop),

p nil →
(∀ a : A, p ([a])) →
(∀ x y : list A,

p x ∧p y →p (x ++ y)) →
∀x : list A, p x

rev ind は標準ライブラリの Coq.List.Lists ライブラリに含まれているものを用いた．

join inductionは新たに証明した．

次に，snocリストに関して定義された関数の利用について述べる，2章で，foldl という関数

について述べた．この関数は，snocリストに対して自然に定義される関数である．すなわち，
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先述の slistの定義を用いて図 5.2のように定義できる．しかし consリスト上の関数としてこ

のような定義をすることはできないので，我々は図 5.3に示される型を持つ定理 foldl rev char

を証明した．なお，x ++ [a]は，app x (cons a nil)を Notationコマンドによって導入した表記

で表現したものである．この定義に現れる foldlは，2章に現れるものと同じもので，consリ

ストについて定義された関数である．この定理は，ある関数 fが foldl op eと等しいことを示

すために， f nil = e であること，および任意の a，xについて f (x ++ [a]) = op (f x) a が成り

立つことの 2つを示せばよい，ということを表現している．この定理はまた，2つの性質を満

たす関数が一意に定まることを表しており，上の foldl snoc関数の定義を反映しているといえ

る．参考までに，foldl rev charを証明する手順の例を付録 Aに示す．

5.4 二項演算の性質を利用する方法

5.1節で紹介した高階関数 reduce は，以下の性質をもつ．

∀a, ⊕/[a] = a (5.3)
∀x y, x ̸= nil ∧ y ̸= nil ⇒ ⊕/(x ++ y) = (⊕/x) ⊕ (⊕/y) (5.4)

直観的には，性質 (5.4) は，リストを任意の場所で分割して，独立に計算できるという性質

を表現している．この性質を用いたプログラム運算ができれば，効率化に貢献すると期待さ

れる．ところが，reduce を単純に 2引数関数と入力リストを引数として定義しようとすると，

演算子が結合的であるという条件を考慮していないため，結合的でない演算子の reduce を定

義してしまう危険性がある．その結果として，上記の性質が証明できることは期待できない．

reduce の性質を利用するために，我々は以下のように reduce を実装した．

Section reduce mono.

Variables (A : Type) (op : A →A →A) (e : A).

Definition reduce mono (m : monoid op e) :

list A →A :=

foldl op e.

End reduce mono.

この reduce monoの定義は，Coqでは証明が項であることを利用している．reduce monoの第

1引数 mの型は，monoid op eである．この monoid op e型は，A上の二項演算子 opが結合的

で，eがその単位元になっているという命題を依存型で表現したものである．(monoidの定義

は，付録 Bに示す．) そして，この関数は結果として，foldl op eを返す． もし，opが結合的

で，eがその単位元になっているとすると，foldl op eが reduce を表現していることは以下の

ように確かめられる．長さ 1以上のリスト [a1, a2, . . . , an]について，

foldl (⊕) e [a1, a2, . . . , an]
= ((e ⊕ a1) ⊕ a2) ⊕ · · · ⊕ an

= e ⊕ a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (⊕の結合性より)
= a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an (eは⊕の単位元)
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となるからである．同様に，この定義によって，二項演算の性質より reduce の性質 (5.3) お

よび (5.4) が満たされる (実際に証明することができた．)．特に，この定義では xまたは yが

nil の場合でも (5.4) が成立する．

しかし，一般に，結合的な演算子に単位元が存在するとは限らない．そこで reduce monoに

加えて以下のような関数 reduce1を用意した．

Section reduce1.

Variables (A : Type) (op : A →A →A).

Definition reduce1 (a : assoc op) (d : A)

(x : list A) : A :=

match x with

| nil ⇒d

| a’ :: x ⇒foldl op a’ x

end.

End reduce1.

この reduce1は，第 1引数として assoc op型の項 aをとる．assoc opは，opが結合的な演算子

であるという命題を表現した型である．reduce1は，第 2引数のリストが nilの場合には定義さ

れない部分関数と考えるのが自然であるため，5.1節で説明した，標準の値を用いて部分関数

を定義する方針に従って実装されている．すなわち，第 2引数が nilの時は，標準の値である

dを返し，そうでない場合は，リストの先頭の値である a’を用いて，foldlによって reduce を

表現している．この reduce1も，reduce monoと同じく，reduce の性質 (5.3) および (5.4) を

満たしていることが証明できる．

以上のように，高階関数を定義する際に，関数だけではなく，関数がもつ性質の証明を引数

として取ることで，より強力な運算規則を証明できる場合があることがわかる．

5.5 Fictitious Valueを用いた reduce の表現

本章の以降では，我々の実装でうまく表現できなかった概念を紹介していく．

まず，本節では，fictitious value [3] を用いて reduce を表現する際に問題が生じたことを説

明する．Fictitious valueとは，関数が未定義の場合の仮の値である．Theory of Listsには，

前節で説明した reduce の第 1 引数である関数が結合的であるが，単位元をもたない場合に，

前節で紹介した reduce1 を用いるのではなく，fictitious value を用いる方法が紹介されてい

る．まず，二項演算子 ⊕を，集合 A上の二項演算とする．次に，eを，Aに含まれるすべて

の値と区別される特別な値とする．そして，新たな演算子 ⊕′ を，以下のように定義する．

a ⊕′ b = b, if a = e

= a, if b = e

= a ⊕ b, otherwise
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これにより，二項演算子 ⊕′ は単位元 eをもつ．すなわち (A,⊕′, e)はモノイドをなす．そ

の上で，reduce は第 2関数のリストが空リストの場合，eを返すものと定義すれば，reduce ⊕′

は前節で述べた reduce monoと同様によい性質をもつ．

しかし，これを Coq で実装する場合，問題がある．その実装には，2 つの方針が考えられ

る．第 1の方針は，eが Aに含まれるとして宣言してしまうことである．しかし，⊕′ を計算

に用いるためには A型の値と eが等しいかどうか決定される必要がある．宣言した eは定義

を持たないので，そのような決定はされず，⊕′ を計算に用いることができなくなってしまう．

これは，Coqの関数を運算対象にしたことで，運算対象が計算に用いることができる，という

利点を損なうものである．

第 2の方針は，eを A∪ {e}という新たな型に属するものとし，⊕′ を A∪ {e}上の二項演算
として定義する．A ∪ {e}は，Aを Coqの A型とみなした場合，option Aと同型であり，実

際のところ 5.2節で論じた，部分関数の表現に option型を用いた場合に対応する．5.2節で論

じた通り，この表現は他の関数と結合する際に記述量を増やすという欠点を持つため，我々は

この実装を採用しなかった．参考までに Coqで実装したものを付録 Cに示す．
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おわりに

6.1 まとめ

本研究では，いくつかの良い性質を持つプログラム運算システムを意図して開発を行った．

その性質とは，運算によって意味が保存されることが保証されるという意味で安全であるこ

と，対話的に運算が行えて人間の直観を活かせること，拡張性が高いこと，運算の過程が理解

しやすい形で保存されることである．

我々は，Coqの tacticを拡張する Ltacによって，上記の性質をもつシステムが Coq上に

容易に構築できることを確認した．具体的には，プログラム運算自体が証明になるため上記の

意味で安全である．ユーザーは tacticによって逐次的に書き換えを行い，その結果を確認する

ことができる．運算のための tacticである={ t } eは，任意の tacticと組み合わせて用いるこ

とができるために定理や tactic の追加で拡張することができる．ソースコードは等式による

推論を自然に記述でき，可読性は高い．また，当初から意図していたわけではないが，型シス

テムの表現力が高く定理とプログラムを同じ言語で表現でき，reduce のようなよい性質をも

つ高階関数を，二項演算の性質を利用して表現することができることがわかった．

さらに，tactic ライブラリの応用例として，Theory of Lists を表現することで，tactic ラ

イブラリの有用性を確認した．等式の推論による運算の記述に加え，Birdの記法を用いるこ

とで，より簡潔に運算が記述できることを確認した．またプログラムおよび証明を記述する際

に，直接的に表現できない概念に注目し，それに対処するいくつかの手法について考察した．

6.2 今後の課題

今後の課題を 3点述べる．第一の課題として，Ltacによって運算の 1ステップを大きなも

のにすることが考えられる．等式による推論は，ソースコードの可読性を高める効果がある

が，その 1ステップが小さすぎる場合，ソースコードが冗長になる可能性がある．そこで，運

算の 1ステップを，理解しやすい範囲でより大きな書き換えにできることが望ましい．そのた

めに，運算に頻繁に現れるパターンを発見し，定理とするか，または自動的に証明がなされる

ような tacticを用意することで，より運算が理解しやすくなることが期待される．例として，
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4章で ringおよび fieldと，autorewriteを挙げたが，より複雑な tacticの使用も考えられる．

第二の課題として，1章で，プログラム運算が特定の問題領域においてプログラムの効率化

に貢献していることを述べた．このような既に知られている効率化はしばしば自動的に行うこ

とが可能であり，プログラムの開発を容易にすると期待される．そこで，この種の効率化を

Coqの上で tacticによって自動的に行うことが考えられる．これにより，プログラムの自動

効率化が信頼できるものになると考えられるが，運算定理が適用できる箇所を tacticで発見で

きるかについて，考察と実験が必要である．

第三の課題として，様々な方法でプログラミング言語を実装し，プログラム運算がうまく表

現できるのかを確認することが考えられる．本研究では 5 章で示した方法以外に実用的な規

模の実装を行っていない．本論文の 3章では，プログラム運算を Coqで表現する方法はいく

つもの可能性があり，それぞれ利点や欠点をもつことを述べた．また，5章では，部分関数や

reduce の実装にいくつかの方法があることを述べた．それらの表現方法に対して，4章で紹介

した tacticはうまく動作するのか，また 5章で紹介した問題への対処法がうまく機能するのか

どうかについては，より多くの例が必要であるといえる．
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付録 A

異なるデータ型上の定義を利用する
方法

5章で，foldl の snocリストの定義を反映した定理である foldl rev charについて説明した．

ここでは，その定理を証明する手順の例を紹介することで，なぜそのような定理が現れたかに

ついて述べる．

まず，foldl が満たすべき仕様を記述する．snoc リスト上の foldl の定義である 5 章の図

5.2は，cons リストでは，引数のリストが nil である場合および snoc a x (consリスト上では

x ++ [a]で表現できる)である場合に満たすべき性質として記述できる．そこで， 関数の実装

と，それぞれの場合に満たすべき性質を抽象化し，foldl impl，foldl nil caseおよび foldl snoc case

と名前を付けておく．この仕様をレコードとして，foldl spec と名付ける．なお，レコードと

は，構成子をただ 1 つのみもつ型で，フィールドと呼ばれる射影関数を伴なう．この場合，

foldl spec型は構成子 Build foldl specのみから構成される型で，foldl implは foldl specを引数に

とり，list A →B型の関数を取り出す射影関数である．

次に，仕様 foldl specを構成する実装 foldl implは，全て等しいことを証明する．これは，snoc

リスト上の帰納法の原理である rev ind を用いて容易に証明できる．この事実を，foldl unique

とする．これにより，foldl specが構成できれば，foldl specは well-definedな定義を与えてい

るといえる．

続いて，cons リスト上に定義された関数 foldl を，foldl spec の foldl impl として，foldl spec

型の項を構成する．そのためには，foldl nil case および foldl snoc case の型に現れる foldl impl

を foldlで置き換えた定理を示し，foldl specの構成子 Build foldl specに与えればよい．(ただし

ここでは，foldl snoc caseの証明は省略し，仮定 (Hypothesis) とした．) 構成された foldl spec

型の項に，foldl instanceと名付けておく．

最後に，foldl unique および foldl instance を用いて，foldl spec の性質 foldl nil case および

foldl snoc caseを満たすような関数の実装は，foldlに等しいと証明することができる．これに

より，foldlが foldl specを構成する唯一の foldl implであることが表現される．
全体のソースコードを以下に示す．

Require Import List FunctionalExtensionality Program.
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Set Implicit Arguments.

(∗∗ The specification of foldl. foldl is a function that satisfy

foldl nil case and foldl snoc case ∗)
Record foldl spec {A B : Type} (op : B →A →B) (e : B) := {

foldl impl : list A →B;

foldl nil case : foldl impl nil = e;

foldl snoc case : ∀(x : list A) (a : A),

foldl impl (x ++ [a]) = op (foldl impl x) a

}.

(∗∗ Two ”foldl impl”s are (extensionally) equal,

if they both satisfy foldl nil case and foldl snoc case ∗)
Theorem foldl unique : ∀(A B : Type) (op : B →A →B) (e : B)

(f1 f2 : foldl spec op e),

foldl impl f1 = foldl impl f2.

intros.

destruct f1.

destruct f2.

unfold foldl impl.

apply functional extensionality.

apply rev ind.

rewrite foldl nil case0; rewrite foldl nil case1; reflexivity.

intros.

rewrite foldl snoc case0; rewrite foldl snoc case1.

rewrite H; reflexivity.

Qed.

(∗∗ An implementation of foldl. ∗)
Fixpoint foldl {A B : Type} (op : B →A →B) (e : B) (x : list A) : B :=

match x with

| nil ⇒e

| a :: x’ ⇒foldl op (op e a) x’

end.

(∗∗ A hypothesis that the ”foldl” satisfies foldl snoc case.

Actually, it can be shown ∗)
Hypothesis foldl snoc conc :

∀(A B : Type) (op : B →A →B) (e : B) (a : A) (x : list A),

foldl op e (x ++ [a]) = op (foldl op e x) a.

(∗∗ The ”foldl” makes a foldl spec ∗)
Definition foldl instance {A B : Type}(op : B →A →B) (e : B) :
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foldl spec op e :=

let foldl impl := foldl op e in

let foldl nil case := refl equal e in

let foldl snoc case := fun x a ⇒foldl snoc conc op e a x in

Build foldl spec op foldl impl foldl nil case foldl snoc case.

(∗∗ If a function f satisfy foldl nil case and foldl snoc case,

it is equal to (foldl op e) ∗)
Theorem foldl rev char : ∀{A B : Type}(op : B →A →B) (e : B)

(f : list A →B) ,

f nil = e →
(∀ (x : list A) (a : A), f (x ++ [a]) = op (f x) a) →
f = foldl op e.

intros A B op e f H nil H snoc.

change (let foldl instance f := (Build foldl spec op f H nil H snoc) in

foldl impl foldl instance f =

foldl impl (foldl instance op e)).

apply foldl unique.

Qed.
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付録 B

二項演算の代数的性質を記述する
方法

5章で，我々は二項演算がモノイドである (あるいは，結合的である) ことの証明を引数に

とることによって，高階関数 reduce がよい性質をもつことを述べた．ここに，monoidおよび

assocの定義を示す．

monoidは，assocおよび has unitとの連言によって定義されている．対話証明モードで前提

に monoid op eがある場合，その連言を destructなどの tacticを用いて分解することができる．

これを推し進めて，monoid expandのように，Ltacによってその分解の仕方をプログラムする

のが便利である．

また，monoid left unit および monoid right unit のように，monoid op e から直ちに導けるよ

うな，運算に用いることのできる代数的性質がある場合は，定理として証明しておくとよい．

Set Implicit Arguments.

Section Monoid.

(∗∗ op is associative. ∗)
Definition assoc (A : Type) (op : A →A →A) :=

∀(x y z : A), op (op x y) z = op x (op y z).

(∗∗ e is a identity unit of op ∗)
Definition has unit (A : Type) (op : A →A →A) (e : A) :=

∀(x : A), op x e = x ∧op e x = x.

(∗∗ A is a monoid with respect to operator op and element e ∗)
Definition monoid (A : Type) (op : A →A →A) (e : A) :=

assoc op ∧has unit op e.

(∗∗ This tactic destruct monoid structure. ∗)
Ltac monoid expand H :=

unfold monoid in H; elim H; intros Assoc Unit; unfold has unit in Unit.
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(∗∗ This extract left unit law of the monoid. ∗)
Lemma monoid left unit:

∀(A : Type) (op : A →A →A) (e : A),

monoid op e →
∀(x : A), op e x = x.

Proof.

intros A op e mono.

monoid expand mono.

exact (fun x ⇒proj2 (Unit x)).

Qed.

(∗∗ This extract right unit law of the monoid. ∗)
Lemma monoid right unit:

∀(A : Type) (op : A→A→A) (e : A),

monoid op e →
∀(x : A), op x e = x.

Proof.

intros A op e mono.

monoid expand mono.

exact (fun x ⇒proj1 (Unit x)).

Qed.

(∗∗ monoid assoc extract associativity from monoid structure. ∗)
Lemma monoid assoc :

∀(A : Type) (op : A →A →A) (e : A),

monoid op e →assoc op.

Proof.

intros.

monoid expand H.

apply Assoc.

Qed.

End Monoid.

(∗∗ monoid expand tactic destruct monoid structure. ∗)
Ltac monoid expand H :=

unfold monoid in H; elim H; intros Assoc Unit; unfold has unit in Unit.
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付録 C

option型を用いた fictitious valueの
表現

5章で，我々は option型を用いることで fictitious valueを用いた reduce が表現できること
を述べた． ここに，実装を示す．

(∗∗ ∗ Fictitious values can be implemented using option type. ∗)

Require Import List Plus.

Set Implicit Arguments.

Section reduce option.

Variable A : Type.

Variable op : A →A →A.

(∗∗ Definition of associativity ∗)
Definition assoc := ∀a b c : A, op (op a b) c = op a (op b c).

Variable op assoc : assoc.

(∗∗ lift2 lifts a binary operator ∗)
Definition lift2 (oa1 : option A) (oa2 : option A) :=

match oa1, oa2 with

| None, ⇒oa2

| , None ⇒oa1

| Some a1, Some a2 ⇒Some (op a1 a2)

end.

(∗∗ op’ denotes the lifted function ∗)
Notation ”’op’’” := lift2.

(∗∗ If op is associative, then lifted function is also associative ∗)
Lemma lift2 assoc : ∀oa ob oc : option A,

op’ (op’ oa ob) oc = op’ oa (op’ ob oc).
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intros.

case oa; case ob; case oc;

intros; simpl;

try rewrite op assoc; reflexivity.

Qed.

(∗∗ If the list is nil, reduce is not defined.

If it is not, it is defined using op’ ∗)
Fixpoint reduce option (x : list A) : option A :=

match x with

| nil ⇒None

| a :: x’ ⇒op’ (Some a) (reduce option x’)

end.

(∗∗ It is also possible to implement reduce option

using foldr or foldl ∗)
Definition reduce option foldr : list A →option A :=

fold right (fun a : A ⇒op’ (Some a)) None.

Notation ”’red’” := reduce option.

(∗∗ reduce and singleton ∗)
Theorem reduce singleton’ : ∀a : A,

red (a :: nil) = Some a.

reflexivity.

Qed.

(∗∗ reduce and app ∗)
Theorem reduce app’ : ∀x y : list A,

red (x ++ y) = op’ (red x) (red y).

induction x.

intros.

simpl; trivial.

intros.

change (op’ (Some a) (red (x ++ y)) = op’ (op’ (Some a) (red x)) (red y)).

rewrite IHx.

rewrite lift2 assoc.

reflexivity.

Qed.

End reduce option.

(∗ examples. ∗)
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(∗
Eval compute in reduce option plus nil.

Eval compute in reduce option plus (1 :: 2 :: 3 :: nil).

Eval compute in reduce option minus (10 :: 5 :: 1 :: nil).

∗)

Section reduce.

Variable A : Type.

Variable op : A →A →A.

(∗∗ reduce takes only associative operators ∗)
Definition reduce (op assoc : assoc op) :=

reduce option op.

Variable op assoc : assoc op.

Theorem reduce singleton :

∀a : A,

reduce (op assoc) (a :: nil) = Some a.

apply reduce singleton’.

Qed.

(∗∗ reduce always distributes over app ∗)
Theorem reduce app :

∀x y : list A,

reduce (op assoc) (x ++ y) =

lift2 op (reduce op assoc x) (reduce op assoc y).

intros.

apply reduce app’.

assumption.

Qed.

End reduce.

Lemma plus assoc : assoc plus.

unfold assoc; intros.

apply plus assoc reverse.

Qed.

(∗ same as the last examples, but reduce is restricted ∗)
(∗
Eval compute in reduce plus assoc nil.

Eval compute in reduce plus assoc (1 :: 2 :: 3 :: nil).

∗)


